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§ 1. Einleitung 


Die Methoden der modernen Quantenfeldtheorie dringen immer tiefer in die 
statistische Physik ein, weil grundlegende Probleme beider Gebiete der Physik 
viele gemeinsame Ziige aufweisen. Wie ein mit einem quantisierten Feld wechsel- 
wirkendes Teilchen oder ein System wechselwirkender Felder wird auch in der 
statistischen Mechanik ein System wechselwirkender Teilchen mit Hilfe von 
Hamiltonoperatoren (bzw. Lagrangeoperatoren) in der Darstellung der 
zweiten Quantelung beschrieben. Die statistische Mechanik zeichnet sich dadurch 
aus, daB man es in ihr mit ,,groBen‘‘ Systemen zu tun hat. Man setzt voraus, daB 
die Teilchenzahl sehr groB ist und interessiert sich nur fiir die asymptotischen 
Eigenschaften der Systeme, die sich ergeben, wenn die Teilchenzahl NV unendlich 
wird (bei V/N = const, wo V das vom System eingenommene Volumen ist). 
Hieraus ergeben sich charakteristische Schwierigkeiten bei der Anwendung der 
Stérungstheorie in der statistischen Mechanik, weil die St6roperatoren nicht klein 
sind und Terme liefern kénnen, die Potenzen des Volumens V proportional sind 
~“und sich insgesamt natiirlich untereinander zu Null kompensieren miissen. Diese 
Schwierigkeiten wurden vor verhaltnismafig kurzer Zeit gelést durch die Auf- 
stellung einer regularen Stérungstheorie fiir groBe Systeme, in der die Entwicklung 
nach gekoppelten Diagrammen benutzt wird. Die Theorie wurde fiir den Fall der 
Temperatur Null (Van Hove [1], Gotpstone [2], HUGENHOLTZ [3]) wie fiir von 
Null verschiedene Temperaturen ausgearbeitet (Dyson [4], Brocu, Dr Domt- 


NIcIs [5]). 


1) Uspechi fiz. Nauk 71, 71 (1960). 
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Fiir die in der statistischen Mechanik untersuchten Systeme ist es charakteristisch, 
daB die Energieniveaus sehr dicht liegen, da die Abstande zwischen den Niveaus 
mit V-—> oo gegen Null gehen. Daher ist das Spektrum praktisch kontinuierlich, 
und die Stérenergie ist immer groBer als die Absténde zwischen den Niveaus. 

Genaugenommen mu die Stérungstheorie fir das kontinuierliche Spektrum 
angewendet werden. Deshalb ist es besonders wichtig, Methoden zu entwickeln, | 
die nicht unmittelbar auf der Stérungstheorie beruhen. 

Ein wichtiger Begriff der Quantenfeldtheorie ist die GrEENsche Funktion, die zur 
Beschreibung der Wechselwirkung quantisierter Felder dient [6]. Auch in der > 
statistischen Mechanik ist es zweckmaBig, diese Begriffsbildung zu benutzen. Die | 
Anwendung des Begriffs der GreENschen Funktionen gestattet es, regulare > 
(d. h. héhere Potenzen des Volumens nicht enthaltende) Entwicklungen fiir die 

Energie anzugeben (KLEIN und PranGz [7]), so daB die Anwendung der Storungs- 

theorie auf groBe Systeme nicht auf Schwierigkeiten stoBt. Die Benutzung 

Greenscher Funktionen erweist sich in den Fallen als niitzlich, in denen es ge- 

lingt, gewisse Klassen von Diagrammen der Stérungstheorie aufzusummieren. 

Solche Programme lassen sich mit Hilfe Grepnscher Funktionen recht einfach 

durchfiihren. 

Besonders fruchtbringend war die Anwendung GreENscher Funktionen in der 

Quantentheorie bei gleichzeitiger Benutzung von Spektraldarstellungen (vom 

Typ der Leamann-KAtiin-Beziehungen [8]). In der statistischen Mechanik 

werden Spektraldarstellungen fiir zeitabhangige Korrelationsfunktionen und 

retardierte GREENsche Funktionen seit der Arbeit von WELTON und CALLEN [9] 

(s. den Artikel von Kuso) aufgestellt und in der Theorie der Schwankungs- 

erscheinungen und der irreversiblen Prozesse benutzt. 
Spektraltheoreme fiir die kausalen zeitabhangigen GREENschen Funktionen wurden 

in [11] fiir die Temperatur Null und in [12] fiir von Null verschiedene Temperaturen 

betrachtet und in [Jla—18, 51, 52, 7, 61] auf verschiedene Probleme der sta- 

tistischen Mechanik angewendet. 

Wir werden in diesem Artikel nicht alle Arbeiten iiber die Verwendung GREEN- 

scher Funktionen in der statistischen Mechanik anfiihren und verweisen auf die 

zitierte Literatur (s. auch [50, 53, 54, 66—69]). Dafiir gehen wir genauer auf eine 

Richtung ein, die uns sehr aussichtsreich zu sein scheint, namlich auf die Anwen- 

dung von (retardierten und avancierten) temperaturabhangigen zweizeitigen 

GREENschen Funktionen. Wir beschreiben kurz die grundlegenden Eigenschaften 

der temperaturabhangigen zweizeitigen GREENschen Funktionen (§§ 2—3) und 

einfache Anwendungen auf die Theorie irreversibler Prozesse (§ 4), der Supra- 

leitung (§ 6), des Ferromagnetismus (§ 7) und eines Systems von Elektronen, die 

in normalen Metallen und Halbleitern mit dem Gitter wechselwirken (§ 8). Im 

Anhang werden wir, dem Vorgehen von BoGotsuBov und TsABLIKOV folgend [19], 

nicht die gewohnlich benutzten kausalen GREENschen Funktionen, sondern zwei- 

zeitige retardierte und avancierte GREENsche Funktionen verwenden. Wie wir sehen 

werden, sind diese fiir die Anwendungen in der Statistik besonders gut geeignet, 

da sie analytisch in die komplexe Ebene fortgesetzt werden kénnen. Gelegentlich 

werden in der statistischen Mechanik auch die temperaturabhingigen Gremnschen 

Funktionen von Matsupara verwendet [20], die nicht von der Zeit abhangen, 


offensichtlich jedoch weniger zweckmiiBig als temperaturabhangige zweizeitige 
GREENSche Funktionen sind. 
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§ 2. Zweizeitige temperaturabhingige Greensche Funktionen 


2.1 Kausale, retardierte und avancierte Gremnsche Funktionen 


Die Greenschen Funktionen der statistischen Mechanik sind geeignete Ver- 

allgemeinerungen der Korrelationsfunktionen. Sie sind wie die zuletzt genannten 
Funktionen in durchsichtiger Weise mit der Berechnung beobachtbarer GroBen 
verbunden, und sie besitzen die bekannten Vorziige bei der Aufstellung und der 
Lésung von Gleichungen. 
Wie in der Quantenfeldtheorie kann man auch in der statistischen Mechanik 
verschiedenartige GrEENsche Funktionen betrachten, so etwa kausale zwei- 
zeitige GREENSche Funktionen G;,(¢, t’), die durch den Mittelwert eines 7'-Pro- 
dukts von Operatoren definiert sind, oder retardierte und avancierte GREEN- 
sche Funktionen G,(t, t’) und G,(¢, t’): 


G,(,t')= <A); Bi’)>,=—i<TA(t) Bi) >, (2,14) 
G,(t,t)= <A); BY) S>,=—i0¢—#) <[AW, BUI >, (2,1) 
G{t,’) = <A); Be) S>.=i0'—1) <[AW, BUYS. — (Bo) 


Dabei bedeutet das Zeichen <...> die Mittelung iiber eine groBkanonische 
GipBssche Gesamtheit und <A (t) B(t’)>.,,,4 die Abkiwrzung fiir die entspre- 
_chenden GreeEnschen Funktionen. 

Ks gilt 


) (0 = kT), (2.2) 
2 
6 


Q = Sp - 7) =e (2,3) 


(Q ist die ,,groBe Zustandssumme“ fiir eine groBe GrBBssche Gesamtheit und Q 
das von den Variablen V, 6, w abhangige thermodynamische Potential). Der 
Operator § enthalt einen Term mit dem chemischen Potential : 


6 He aeNe (2,4) 


Dabei sind H der zeitunabhaingige Hamiltonoperator, N der Gesamtteilchen- 
zahloperator und A(t), B(t) die Operatoren A und B in der Heisenbergdar- 
stellung, die durch Produkte quantisierter Feldfunktionen (bzw. Erzeugungs- 
und Vernichtungsoperatoren der Teilchen) ausgedriickt werden’): 


A(t) = et Ae-*St (2,5) 


(hier und im folgenden wird das MaBsystem mit 4 = 1 benutzt). 
Das Symbol 7’ bedeutet das chronologische oder T’-Produkt der Operatoren, das 
wie iiblich definiert ist: 


T A(t) Bi’) = 0(t —t’) A(t) BU) + nO — t) BY) A, (2,6) 


1) GreENsche Funktionen aus Operatoren in der Heisenbergdarstellung mit § = H — wN 
werden in den Arbeiten [51, 18, 19] verwendet. 


20* 
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wobei ' j 


1t>0 
t) = cael 
fiero | 


SchlieBlich bedeutet LA, B] den Kommutator oder Antikommutator: 
[A,B] =AB—y7BA, n= +1. (2,7) | 


Das Vorzeichen 4 in den Formeln (2,6) und (2,7) wird entsprechend der Zweck- 
maBigkeit beim betrachteten Problem zu plus oder minus gewahlt. Sind 4 und B 
Boseoperatoren, so wihlt man gewodhnlich das Vorzeichen plus, sind sie Fermi- | 
operatoren, so nimmt man das Minuszeichen, obwohl es auch moglich ware, das_ 
Vorzeichen 7 in anderer Weise zu wihlen. Im allgemeinen sind A und B weder | 
Bose- noch Fermioperatoren, so dafi die Operatorprodukte komplizierteren 
Vertauschungsregeln geniigen kénnen. Fiir mehrzeitige GreENsche Funktionen 
ist das Vorzeichen 7 gewohnlich eindeutig definiert, und es hangt davon ab, wie 
oft die in sie eingehenden Fermioperatoren beim Ubergang zur chronologischen 
Reihenfolge vertauscht werden miissen [(s.2,13)]. 

Mit (2,6) und (2,7) lassen sich die Definitionen (2,1a, b, c) folgendermafen 
schreiben: 


G,(é, #) = —i0( —¢) <A(t) BU) > —in dt’ —) <BHK)AW >,» C8a) 
Gt) = —i0¢ —t) (=< AW BE) S —7 — BY) AWS), (2,8b) 
G,(t, ’) = 10’ —{< AW) Bt) > —n < BW) AW >}, Q=H+1). (2,80) 


Wir bemerken, dafi wegen der Unstetigkeit des Faktors 0(¢ — t’) die GrrENschen 
Funktionen (2,8) fiir tibereinstimmende Zeitargumente (¢ = ¢’) nicht definiert 
sind, Diese Unbestimmtheit ist in der Quantenfeldtheorie bekannt. 

Den Definitionen (2,1)—(2,8) ist zu entnehmen, daB sich die GrrEENschen Funk- 
tionen der Statistik von denen der Feldtheorie nur durch das Mittelungsverfahren 
unterscheiden. 

Statt tiber den Vakuumzustand des Systems wird iiber die groBe Grpsssche 
Gesamtheit gemittelt (2,2). Daher hingen die GrrEnschen Funktionen in der 
Statistik sowohl von der Zeit als auch von der Temperatur ab. Offensichtlich 
gehen die GrrENschen Funktionen in die gewéhnlichen GrEENschen Funktionen 
der Feldtheorie iiber, wenn die Temperatur gegen Null strebt. 

Die groBkanonische Gresssche Gesamtheit wird nicht zufallig benutzt. Vielmehr 
ist sie besonders geeignet, weil man keine zusatzlichen Einschrankungen wegen 
der zu fordernden Konstanz der Gesamtteilchenzahl zu beriicksichtigen hat, wie 
das etwa bei der kanonischen Gesamtheit der Fall ist, und weil die Besetzungs- 
zahlen verschiedener Zusténde voneinander unabhangig sind. 

Wir bemerken, da8 die Grumnschen Funktionen G,(t, t’), G,(¢, t’) und G,(é, t’) 
im Falle des statistischen Gleichgewichts nur von der Differenz t — ¢' abhangen. 
Als Beispiel schreiben wir G,(t, t’) explizit auf und beachten die Vertauschbarkeit 
zweier Operatoren unter dem Spur-Symbol: 


G.(t, ') = —i0(t — t') Q-1 Sp {eS ¢-)—-61 4 e-iSt-t) B yee 


= and (t’ ae t) Q-} Sp {eS lee’ —t)— B] Bed —-h A} (3 = =) 5 (2,9) 


\ 
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Die Funktion G,(t, t’) hangt also tatsichlich nur von ¢ — ft’ ab. Analog lat sich 
zeigen, daB auch G,(t, t’) und_G,(t, t’) nur von t — t' abhangen: 


Gi(t, ’) = G(t —t'), G,(t,v’) = 4, (¢—¢), Gt’) =G,(t—#’). (2,10) 


Bisher haben wir die temperaturabhingigen Funktionen (2,1) nur formal in 
Analogie zur Quantenfeldtheorie eingefiihrt. Anhand konkreter Beispiele iiber- 
zeugen wir uns nun davon, da sie in der Quantenstatistik sehr gut fiir die Be- 
_ Schreibung eines aus einer groRen Zahl wechselwirkender Teilchen bestehenden 
Systems geeignet sind. Als Operatoren A und B kénnen verschiedenartige Ope- 
ratoren gewahlt werden, so etwa Fermi- oder Boseoperatoren und Produkte aus 
diesen (§§ 6, 8), Paulioperatoren und Produkte aus diesen (§7), Dichte- oder 
Stromoperatoren (§§ 4, 8). Die Wahl der Operatoren A und B wird durch die 
Bedingungen des betrachteten Problems bestimmt. 
Die GreEnschen Funktionen (2,1) sind zweizeitige GrrmNschen Funktionen im 
Unterschied zu den kausalen mehrzeitigen GREENsche Funktionen 
Batt -poctate ts ct, ti, 06,008) = 


= (— 1)" (Ty (ath), «+ pl@ntn) pray ty), ..-. prantn)), (2,11) 


Darin sind y(x, t) und y*(a, t) quantisierte Feldfunktionen in der Heisenberg- 
Darstellung, 


y (a, t) = 2 y(t) py (a), 


yt (x, t) = a a0) gj (a), 

a, und a,* sind Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren, und die g(x) bilden ein 
vollstaéndiges, in einem bestimmten Volumen V orthonormiertes System von 
. Kinteilchenfunktionen; z. B. gilt g(a) = V—/: e'/ fiir ein Teilchen ohne Spin 
mit f als Impuls; fiir ein Teilchen mit Spin bedeutet f = (f, o) die Gesamtheit von 
Impuls und Spin. Das chronologische oder 7'- Produkt von n Operatoren A, (ay)... 
A, (%_) ist definiert als gewohnliches Produkt der Operatoren in chronologischer 
Reihenfolge, multipliziert mit 7 = (—1)?, wo P die Anzahl der Vertauschungen 
von Fermioperatoren beim Ubergang von der Reihenfolge 1,2,...,” der 
Operatoren zur chronologischen Reihenfolge ist: 


T (A; (2); #289 Ai, (@;)) = nA;, (a;), Smheo A,, (a;,) (2,13) 
bye Ui et ty: 


_ Dabei bedeutet x; = (x;, t;) einen Raum-Zeit-Punkt. . ( 

Mehrzeitige kausale GreENsche Funktionen von der Art (2,11), bei denen iiber 
das ,,Vakuum“ gemittelt wird, sind in der Quantenfeldtheorie bekannt. 2 

Wir bemerken, da die Koordinaten und die Zeit symmetrisch in die mehrzeitigen 
Greenschen Funktionen eingehen. Diese Tatsache ist aber fiir die statistische 
Mechanik ohne Belang. Es ist zweckmaBiger, zweizeitige GREENsche Funktionen 
(2,1) zu verwenden, da sie Spektralzerlegungen zulassen, welche die Lésung der 
Gleichungen fiir die GREENschen Funktionen stark vereinfachen. Auferdem liefern 
die zweizeitigen GreENnschen Funktionen ausreichende Informationen tiber die 
Eigenschaften eines aus vielen Teilchen bestehenden Systems, so da man in der 
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statistischen Mechanik bei vielen Problemen mit zweizeitigen GrEENschen 
Funktionen auskommt. Unter den zweizeitigen GreENschen Funktionen bieten 
sich in der statistischen Mechanik die retardierten und avancierten GREENschen 
Funktionen (G, und G,) als die zweckmaBigsten an [9]. Wie die Definitionen 
(2,8b, c) zeigen, ist G,(¢ — ¢’) fir ¢<¢’ und G,(¢ — ¢’) fir t > t’ Null. Wie im 
folgenden klar wird, beruht die ZweckmaBigkeit der Benutzung von G, und Ge 
darauf, da® die fraglichen Funktionen analytisch in die komplexe Ebene fort- 

gesetzt werden k6énnen (§ 3). . 


2.2 Gleichungen fiir die GREENschen Funktionen 


Wir wollen nun Gleichungssysteme fiir die GreENschen Funktionen aufstellen. 
Die Operatoren A (¢) und B(é) geniigen Bewegungsgleichungen der Form 


i" = AH HA. (2,14) 


Die rechte Seite der Gleichung (2,14) kann mit Hilfe der expliziten Form des 
Hamiltonoperators und der Vertauschungsregeln fiir die Operatoren entwickelt 
werden. Differenziert man die GrEENschen Funktionen (2,1 a, 6, c) nach f, so er- 
halt man die Gleichung 


dG d i 


d0 
ee oy Seen ee 


t’) ; dA (t) 
ed qT MAW), BEY) + <t 


dt 


; Bi’) >. 
(2,15) 


die fiir die drei GRrENschen Funktionen G,, G, und G, gilt, da d@(—t)/dt = 
— d6(t)/dt. Aus diesem Grunde schreiben wir einfach G und <...S> ohne 
Indizes. Beriicksichtigt man ferner den Zusammenhang der Sprungfunktion 
6(¢) mit der 6-Funktion 


A(t) = f d(t)dt (2,16) 


und die Bewegungsgleichung (2,14) fiir den Operator A(t), so 1aBt sich die Glei- 
chung fiir die GremNsche Funktion G folgendermafen schreiben: 


dG 
ta, = o(t—¢t’) (AW), BO) + <{AHHO —HWHAO}; BU). (2,17) 


In die rechte Seite der Gleichungen (2,17) gehen zweizeitige GREENsche Funk- 
tionen ein, die im allgemeinen von héherer Ordnung als die urspriingliche sind. 
Fiir sie kann man ebenfalls Gleichungen der Form (2,17) aufschreiben und so eine 
»Kette“ gekoppelter Gleichungen fiir die GrrENschen Funktionen erhalten. In 
den Paragraphen 6 bis 8 werden wir konkrete Beispiele solcher Ketten betrachten. 
Die zu (2,17) gehérige Gleichungskette stellt einfach die Bewegungsgleichung 
fiir die GrrENschen Funktionen dar. Sie miissen noch durch Randbedingungen 
al werden, was wir weiter unten mit Hilfe von Spektraltheoremen tun 
werden. 

Wir weisen darauf hin, da8 man auch andere Ketten fiir die GREENschen Funk- 
tionen erhalten kann, etwa soleche vom ScuwrncERschen Typ [6], fiir welche die 
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Verwendung von mehrzeitigen Gremnschen Funktionen wesentlich ist. Diese 
Ketten enthalten Gré8en von der Art der Vertexteile, die von drei Zeitargu- 
menten abhangen, und fiir die bisher noch keine Spektraltheoreme gewonnen 
wurden. In der vorliegenden Arbeit werden wir nur Gleichungsketten vom Typ 
(2,17) betrachten, da wir mit ihnen nicht iiber die zweizeitigen GREENSchen 
Funktionen hinausgehen und fiir diese Spektraltheoreme zur Verfiigung stehen, 
welche die Formulierung der Randbedingungen erleichtern. 

Die Gleichungen (2,17) sind exakt. Deshalb wird ihre Lésung in der allgemeinen 
Problemstellung auSerordentlich schwierig sein. Gelegentlich gelingt es mit Hilfe 
gewisser Naherungsverfahren, die Gleichungskette von (2,17) zu entkoppeln (d. h. 
in ein endliches System von Gleichungen zu iiberfiihren) und sie zu lésen. Zur 
Zeit kennt man kein allgemeines Verfahren fiir solche Entkopplungen. Nur in 
einigen Spezialfallen von Modell-Hamiltonoperatoren gelingt die Entkopplung 
der Gleichungskette mit asymptotischer Genauigkeit (fiir V —> co, s. § 6) 


2.3 Zeitabhangige Korrelationsfunktionen 


In der statistischen Mechanik spielen Mittelwerte von Produkten aus Operatoren 
in der Heisenbergdarstellung vom Typ 


Spall, !) = (BH)AM); Baalt, ”) = (ABE), (2,18) 


die wir als zeitabhangige Korrelationsfunktionen bezeichnen werden, eine wich- 
tige Rolle (die Mittelung erfolgt iiber die groBkanonische Grppssche Gesamtheit 
(2,2)). Fir ungleiche Zeiten (¢ + t’) ergeben sich tatsachlich zeitabhangige Korre- 
lationsfunktionen, die fiir kinetische Prozesse auBerordentlich bedeutsam sind 
($4). Im Falle des statistischen Gleichgewichts hangen die Funktionen #,, und 
®ap Wie die GREENSchen Funktionen nur von ¢ — ?¢’ ab (s. (2.9)): 


Saalt, t’) = Fast —t’); Baalt, ’) = Gaalt — #’). (2,19) 


Zum Unterschied von den GreeNschen Funktionen (2,8) enthalten die zeit- 
abhangigen Korrelationsfunktionen (2.18) nicht die unstetige Funktion 6(¢ —t’) 
und sind daher auch fiir iibereinstimmende Zeiten ¢ = t’ definiert. Dabei ergeben 
sich die Mittelwerte von Operatorprodukten 


S24(0) = (Bi) A(t) = (BO) A(0)), (2,20) 
S4n(0) = (A(t) Bit) = (A(0) B(0)), 

_d.h. die gewohnlichen Korrelationsfunktionen oder Verteilungsfunktionen der 
 statistischen Mechanik, die es gestatten, Mittelwerte dynamischer GroBen zu be- 
rechnen. 

Fiir ein System wechselwirkender Fermi- (oder Bose-) Teilchen hat der Hamilton- 

Operator im Falle von Zweikérperkraften die Form 


1 ; 
—— >) B(piPe; P4P1) Up U2 pa, Uy (2,21) 


Wy az 
i —— An a. 
= 2ny ae” 2Vn.papips 


(p, + Po = Pi + P2)- 
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Dabei sind a», aj Fermi- (oder Bose-) Operatoren, p?/2 m die kinetische Energie 
eines Teilchens und %(p,23 p2'P1') die Matrixelemente der Wechselwirkungs- 
energie. Der Mittelwert der Energie ergibt sich durch Mittelung von (2,21) tiber 
die statistische Gesamtheit (2,2): | 
2 + 
(Hy) => F (app) + - > BP Ps: P2P4) (Ap, Ap .%ps Ups) (2,22) 
Tea Di D2 Di Ps 


(Py + Po = Pi + P2)- 


Die mittlere Energie wird also ausgedriickt durch die Einteilchen- und Zweiteil- 
chen-Verteilungsfunktionen 


© pp = (Ap%p); (2,23) 


B pip: pips = Ap.%.%p Lyi), 


die in der statistischen Physik bekannt sind (s. z. B. [21, 22]). Die Funktion § pp 
gibt nur die Verteilung der Teilchen auf die Impulse an, wahrend %p,p,; p; pi 
die Korrelation zwischen zwei Teilchen beschreibt. Mit der Einteilchen-Vertei- 
lungsfunktion lassen sich im allgemeinen die Mittelwerte dynamischer GréSen 
additiven Typs, mit der Zweiteilchen-Verteilungsfunktion Gréfen vom Paar- 
Typ berechnen usw. 

Die zeitabhangigen Korrelationsfunktionen (2,18) geniigen den Gleichungen 


of Fas = (Bt) (AH (t) — HAO), 
: (2,24) 
ta, 84a = (AA) — HOA BE)), 


die sich unter Beriicksichtigung der Bewegungsgleichungen der Operatoren durch 
Differentiation von (2,18) nach ¢ ergeben. Da die Ausdriicke (2,18) fiir t=?’ 
keinen Sprung aufweisen, kommt in (2,24) der in den Gleichungen (2.17) fiir die 
GREENschen Funktionen auftretende singulére Term 6(t — t’) nicht vor. Die rest- 
lichen Terme der Gleichungen (2,17) und (2,24) sind gleichartig, sie unterscheiden 
sich nur durch die Mittelwertbildung <...> und die Operation <...Sgr.¢ 
(s. (2,1)) voneinander. 

Die Korrelationsfunktionen kénnen sowohl durch direkte Integration der Glei- 
chungen (2,24), die noch durch Randbedingungen zu erginzen sind, als auch in- 
direkt berechnet werden, indem man zunachst aus den Gleichungen (2,17) die 
GrueEnschen Funktionen <...>,,g (oder <...>,) bestimmt. Der zweite Weg, 
den wir einschlagen werden, ist der einfachere, weil sich die Randbedingungen mit 
Hilfe von Spektraltheoremen leichter erfiillen lassen (s. § 3). 


§ 3. Spektraldarstellungen 


Fiir die Lésung der Gleichungen, denen die Gremnschen Funktionen geniigen, ist 
es wichtig, ihre Spektraldarstellungen zu kennen, um das Gleichungssystem durch 
Randbedingungen zu ergiinzen. In diesem Paragraphen gewinnen wir diese Be- 
ziehungen fiir die GrEENschen Funktionen (2,1a, b,c) und die entsprechenden 
Korrelationsfunktionen (2,18) 
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3.1 Spektraldarstellungen fiir zeitabhangige Korrelations- 
funktionen [10] 


Wir gewinnen zunachst Spektraldarstellungen fiir die zeitabhangigen Korrelations- 
funktionen 


Saat — t’) = (B’)A(t)), Faalt — t’) = (AW Bt’). (3,1) 
C, und #, seien Eigenfunktionen und Eigenwerte des HamiLtTon-Operators 
© (6 = H — uN): 
90, = #,C,: (3,2) 
Wir schreiben die Operation der statistischen Mittelung in dem Ausdruck (3,1) 
fiir die zeitabhangige Korrelationsfunktion explizit auf: 


zy 


(Bi')A(t)) =Q2 > (CFB) AHA) e °. (3,3) 


Wir benutzen nun das iibliche Verfahren der Theorie der Dispersionsbeziehungen, 
das auf der Vollstandigkeit des Systems der Funktionen C, beruht, und schreiben 
(3,3) in der Form 


Ly 
(BYW)A®)) = O47 > (CIBUE)C,)(CZAWG)e & = 
+b a 


= Q ¥ (CtB(0)C,)(CLA(0)C,)e 9 = e-*By—-EE-1, (3,4) 
v, UL 


wobei 
e—*StC, — e-*B,tC,, Cree = Cp ee at: (3,5) 


benutzt wurde. Andererseits gilt 
Ey 


(A(t) B(t’)) = QS (CF A(0)C,) (CZ B(0)O,)e  ® e~*@—EwE-t), (3,6) 


Vertauscht man in der letzten Gleichung die Summationsindizes 4 und y und ver- 
gleicht (3,5) und (3,6), so findet man [10] 


Sault —t’) = (BUA) = f J(a)e#- do, (3,78) | 
San(t —t’) = (AWB) =f IT oe® dan boeken ACS 7} 
wobei 
Pu 
T(o) =Q2 > (Cf A(0)C,) (CXB(0)C,)e® 5(H, — E, — 0). (3,8) 


v, Ub 
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Die Beziehungen (3,7) sind die gesuchten Spektraldarstellungen fir die zeitabhan- 
gigen Korrelationsfunktionen, worin J(w) die Spektralintensitat der Funktion 
za (t) darstellt. 

Bei der Ableitung der Beziehungen (3,7) ware es nicht notig gewesen, von den 
Eigenfunktionen des Operators  auszugehen. In diesem Zusammenhang geniigt ~ 
es zu bemerken, daB %(t — t’) wegen der Vertauschbarkeit zweier Operatoren 
unter dem Spur-Symbol nur von der Differenz ¢t — ¢’ abhangt. Daher ist (3,8) ein- | 
fach die Definition der Fourrer-Komponente. Die Beziehung (3,7b) folgt aus 
(3,7a) durch die Ersetzung ¢t — t’ >t —?’ + 1/0, da 


Jf ~ 


“BOA ( + 4) ‘, = (ABO), 3,9) _ 


Ye 


gilt, wovon man sich sofort durch direktes Nachrechnen tiberzeugt. 


3.2 Spektraldarstellungen fiir retardierte und avancierte 
GreENsche Funktionen [10,19] 


Wir betrachten nun die Spektraldarstellungen fiir die retardierte und die avan- 
cierte GrrENsche Funktion (G,(t) und G;(), s. 2,1 b, c). Man erhalt sie sofort mit 
Hilfe der Spektraldarstellungen (3,7 a, b) fiir die zeitabhangigen Korrelations- 
funktionen. Sei G,(H#) die Fourtmr-Komponente der GreEENschen Funktion 
G,(t — t’): 


G.(t—t') = if G, (E)e-‘#¢t-) dE, (3,10a) 
Rigs cee 
Ge) = ag | Grlte*ear. (3,10b) 


(Wir benutzen fiir die Fourrer-Komponenten der GreENschen Funktionen die- 
selben Bezeichnungen wie fiir die GreENschen Funktionen selbst.) Setzt man 
G,(é) aus (2,8b) in (3,10b) ein, so folgt 


co 


1 ’ 
G,(H) = sq | dete 00 — #) KA) BH) — 1 Be )A(O)}. (8,11) 


—oco 


Unter dem Integralzeichen stehen hier die zeitabhangigen Korrelationsfunktionen 
(3,1). Benutzt man ihre Spektraldarstellung (3,7 a, b), so ergibt sich 


G,(B) = [dose (,° = ns [ ater, (3,12) 
(7 = +1). 


Die Sprungfunktion 6(t) kann dargestellt werden in der Form 


t 
O(t) =f etd(t)dt e+0 (e>0) (3,13) 
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oder wegen 


- il ~ 
éo(t) = —— Vee pf. 
‘ (t) sf ¢ dx, (3,14) 
in der Integralform 
a eaixt 
0(t) = — 


Man sieht sofort, daB die so definierte Funktion tatsachlich die EKigenschaften der 
Sprungfunktion 6 besitzt. Wir fassen x als komplexe Variable auf und nehmen an, 
daf} das Integral (3,15) lings des in der Abbildung 1 dargestellten Weges zu 


-co +coo 


t>0 


Bild 1 


nehmen ist. Der Integrand besitzt in der unteren Halbebene bei x = —?7e einen 
Pol. Fiir ¢ > 0 muB der Integrationsweg in der unteren Halbebene geschlossen 
werden, und das Integral (3,15) ist gleich 1. Fiir t < 0 ist der Integrationsweg in der 
oberen Halbebene zu schlieBen, und das Integral (3,15) wird Null. 

Mit (3,15) und (3,14) findet man 


ted, i 1 
ate 1+ pi(E—o)t — : 3,16 
x | ate ae) 27 kb — w-— ve ( ) 
Daher ergibt sich die Fourter-Komponente G,(#) der Gremnschen Funktion 
G,(t) zu 
1 re ( 7 daw 
eds as pies Le te, 3,17 
aE) = x | \e? = ado) gore, (3,17) 


Analog erhilt man fiir die Fourter-Komponente G,(H) der GreEENschen Funk- 
tion G,(t) 


E—o—té 


= 2 fle — Joe a (3,18) 
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Die Beziehungen (3,17) und (3,18) lassen sich zusammenfassen : 


1 7(+ d | 
G,,4(£) me AU Fah 7) eee (3,19) 


(-- entspricht dem Index r, — dem Index a). ' ; 
Bisher wurde £ als reelle GréBe aufgefaBt. Die Funktion (3,19) kann analytisch in 
die komplexe E-Ebene fortgesetzt werden. Nimmt man £ als komplex an, so gilt 


[19] 


ed gl Be da (°G/@) Ime = 0. 
sail - 1)s0 gts ={ G,(Z) ImE <0. er 


| 
) 


Aus diesem Grunde kann die Funktion G,,, als eine einzige analytische Funktion 


in der komplexen Ebene aufgefaft werden, welche auf der reellen Achse Singulari- 
taten besitzt. Im folgenden werden wir die Indizes r und a fortlassen und einfach 
G(£) mit komplexem # schreiben. 

Der analytische Charakter der Funktion G(£) folgt aus einem Theorem, das im 
Rahmen der Theorie der Dispersionsbeziehungen von BoGoLJUBOV und PARASJUK 
bewiesen wurde [23]. 

Wir betrachten zunachst die analytischen Eigenschaften der Funktion G,(£). 
Nach (3,10b) gilt 


co 


il ; 
= iEt iy 
G,(E) sf Ge 22 at (3,21) 
wobei 
G, (é) as (ane yy = (3,22) 


Wir zeigen, da die Funktion G,(Z) analytisch in das Gebiet komplexer H-Werte 
fortgesetzt werden kann. Mége £ einen von Null verschiedenen Imaginirteil be- 
sitzen: 

HE=ReE+iIm#H=a+iy, y>0. 


Dann folgt 


co 


G,(a + iy) =[ Gee en dt. vie 0:; (3,23) 


0 


Der Faktor exp(— yt) spielt die Rolle eines Abschneidefaktors, der die Konver- 
genz des Integrals (3,21) und seiner Ableitungen nach E sichert unter hinreichend 
allgemeinen Voraussetzungen iiber die Funktion G, (t)}). 

Daher kann man die Funktion G,(E) analytisch in die obere Halbebene fort- 
setzen. Analog laBt sich zeigen, daB die Funktion G,(£) analytisch in die untere 
Halbebene fortgesetzt werden kann: 


H=a+iy, y<0. 


1) Fir die Giiltigkeit des Theorems von BogorsuBovy und ParassuK gentigt es, daB die 
Funktion G,(t) eine verallgemeinerte Funktion im Sinne von SoBoLEv und ScHwarvz ist [23]. 
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Wenn man langs der reellen Achse aufschneidet, so kann man die Funktion 


G.(E) ImE>0 
@ =| eee (3,24) 


Gq(Z) Im # <0 


als eine einzige analytische Funktion auffassen, die aus zwei Zweigen besteht, von 
denen der erste in der oberen und der zweite in der unteren Halbebene komplexer 
H-Werte definiert ist. 

Kennt man die Funktion G(£), so kann man die Spektralintensitat J (w) (3,8) aus 
der Beziehung 


G(ow + tie) — G(@m — ie) = asus: -- nies (3,25) 
finden (q ist reell), die aus der Differenz der Ausdriicke (3,20) 


G(o + te) — G(w — te) = 


_ af o 1 ic 


und der Darstellung der 6-Funktion 


6(«) = : : : \, (3,27) 


2uil|a—te att 


folgt. 
Wenn es gelingt, die Gleichungskette fiir die GREENschen Funktionen (2,17) nach 


irgendeinem Verfahren zu entkoppeln und die Funktion G(£) zu bestimmen, so 
kann man also die Spektralintensitaét J(w) (3,8) und damit die Ausdriicke fiir die 
zeitabhangigen Korrelationsfunktionen (3,7 a, b) finden. 

Beispielsweise gilt 


G(o + ve) — G(a fit vé) e—iot—v’) do. (3 28) 


wet —-£) = (BG )A(H) = 2 


Im folgenden zeigen wir anhand konkreter Beispiele, in welcher Weise es gelegent- 


lich méglich ist, dieses Programm durchzufiihren. 
Wir geben noch einige einfache Beziehungen fiir die GrrENschen Funktionen an. 


Wir benutzen in den Gleichungen (3,17) und (3,18) die symbolische Identitat 


1 
E—otie E-—o@ 


+ ind(H — o), (3,29) 


' Greenschen Funktionen: 


288 D. N. ZuBAREV 


mit ¢->0, ¢ > 0. P bedeutet, daB das Integral im Sinne des Hauptwertes Za 
nehmen ist. H — w wird hier als reelle Gré8e aufgefaBt. Man erhalt*) . 


@,() = 5-P sles 1) 5 Se ae 
Fak pat Ahi. (3,30) 
(8) = 52? | hears ae ee (2 — 2), 


Hieraus folgt der Zusammenhang zwischen den Real- und Imaginarteilen der 


m Pra 
Re G,(E) = =f oe de, 
=< (3,31) 
P fImG, 
Re G,(£) = = f eee Nie 


Die Gleichungen (3,31) besitzen die Form von Dispersionsbeziehungen. Analoge 
Beziehungen fiir G, sind im folgenden Abschnitt zu finden. 


3.3 Spektraldarstellungen fir die kausalen GREENschen 
Funktionen [12] 


Die Eigenschaften der retardierten und avancierten GREENschen Funktionen, die 
im vorhergehenden Abschnitt festgestellt wurden, sind ausreichend fiir die er- 
ganzenden Bemerkungen, die wir im zweiten Teil der Arbeit machen werden. In 
diesem Abschnitt betrachten wir aus Griinden der Vollstandigkeit Spektral- 
darstellungen fiir die kausalen GreENschen Funktionen [12]. 


Wir betrachten die FourrEr-Komponente G,(#) der kausalen GreEENschen 
Funktion 


foo} 


1 
G.(B) = 5- { G, (t)e'#*dt. (3,32) 


—oo 


(E ist reell). Mit (2,8a), (3,7a, b) und (3,15) findet man nach Integration aus (3,32) 


1 oa 17] 
Gi, (£) J (w) daw 


oe | SS Fe te ae (3,33) 


1) Die Beziehungen (3,30) driicken die bekannten Eigenschaften der Grenzwerte von Cauchy- 
integralen aus, die zuerst 1873 von J. W. Socnooxrs und 1908 von K. PLEMEL festgestellt 
wurden (s. M. A. Lawrenv’rv und B. W. Sanat, ,,Methoden der Theorie der Funktionen einer 
komplexen Veranderlichen‘‘, Gostechizdat, Moskau, 1958). 
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oder mit Hilfe der symbolischen Identitiit (3,29) [12] 


@ 


0 
Cf ( Lenses, P oy ean ae (3,34) 


—co 


Trennt man in der Beziehung (3,34) Real- und Imaginarteil voneinander, so er- 


halt man 
es al Dex 
Rod B= sh PLU) re he 
ys @ 


—oo (3,35) 


Im G, (Z) = — 4 (5 Abel 


Hieraus folgt eine Beziehung zwischen Real- und Imaginarteil der GreENnschen 
eal G,(Z), die Lanpav [12] fiir die GreEnsche Einteilchenfunktion er- 
ielt: 


co 
a) 


We ee 7 Im G, (@) 
2 o— EH 


etn 


da. (3,36) 


—co 


(Die Gleichung (3,36) wurde in der Theorie der Supraleitung verwendet [16]). 
In den Formeln (3,32) bis (3,36) ist # reell. Da die kausalen GrrmNschen Funktionen 
nicht analytisch in die komplexe H-Ebene fortgesetzt werden konnen, ist ihre 
Verwendung unzweckmaBig. Auch wir werden sie im folgenden nicht benutzen. 


§ 4. Greensche Funktionen in der Theorie irreversibler Prozesse [10] 


GreEENsche Funktionen sind nicht nur im Falle des statistischen Gleichgewicht- 
anwendbar. Sie kénnen auch bei der Untersuchung solcher Prozesse als zweck- 
maBiges Hilfsmittel dienen, bei denen die Abweichungen vom Zustand des 
statistischen Gleichgewichts klein sind. Es zeigt sich, daB man dann die kineti- 
schen Koeffizienten mit Hilfe Greenscher Funktionen berechnen kann, die sich 
fiir den ungestérten Gleichgewichtszustand ergeben, ohne die kinetische Gleichung 
~ explizit aufschreiben zu miissen. 


4.1 Reaktion eines Systems auf eine 4uBere Storung 
Wir betrachten die Reaktion eines durch den zeitunabhaéngigen HamImtTon- 
Operator H beschriebenen quantenmechanischen Systems auf das Hinschalten 
einer 4uBeren Storung H7. 
Der Gesamthamiltonoperator lautet 


H+}, (4,1) 
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Es wird angenommen, daB die Stérung fiir t = — oo nicht vorhanden ist: 
Hee OG 

Bei adiabatischem Hinschalten einer periodischen Stérung gilt beispielsweise 


H} = DH ee! e—t2t Vole —>0O, ée> 0): (4,2) 
Q 


wahrend bei momentanem Einschalten der Storung gilt 


0, t< ty, 
Hi; = Pa eit Va, pS fa: (4,3) 


(Vq ist ein nicht explizit zeitabhangiger Operator.) Sei A ein hermitescher Opera- 
tor, der ebenfalls nicht explizit zeitabhingig ist. Wir interessieren uns dafiir, 
in welcher Weise das Hinschalten der Stérung (4,2) oder (4,3) die Mittelwerte des 
Operators A beeinfluBt. 

Der Mittelwert von A ist 


A(t) = Sp {o(t) A}, (4,4) 


- wobei o(é) der statistische Operator ist, welcher der Bewegungsgleichung 
. do (t 
¢20 _ ta + Hell (4,5) 
und der Anfangsbedingung 
eee! an 
elin-w =e=Gres (Q= Spend), (4.5' 


gentigt (d. h. bei = — oo soll sich das System im Zustand des statistischen Gleich- 
gewichts befinden). 
Wir setzen die Lésung der Gleichung (4,5) an in der Form 


o(t) =e + Ae. (4,6) 


Vernachlassigt man Terme der Form H/ Ag (die Abweichung des Systems vom 
Zustand des statistischen Gleichgewichts wird als gering vorausgesetzt), so er- 
halt man 


Ul 
a ap 42 = [H, 4o] + (Hi, el, (4,7) 
mit 
Ao) lieco = 0, 


Prozesse, fiir die man sich in (4,4) auf in der Stérung lineare Terme beschranken 


darf, heiSen lineare dissipative Prozesse. (Uber die Beriicksichtigung héherer 
Terme s. [0].) 


Um (4,7) zu lésen, definieren wir den Operator 


Ao, = eit J oe tit (4,8) 


| 
} 
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Unter Beriicksichtigung der Vertauschbarkeit von eo und H folgt 


<a . 
v dt A C1 et Ht Hi, 0] Gxt; (4,9) 
Ao,(—~) = 0. 
Hieraus ergibt sich durch Integration 


t 


Lemon 
Ao(t) = = f exons [H?, 9] e~?2-9 dr, (4,10) 


v 
—oo 


Setzt man (4,6) und (4,10) in (4,4) ein, so folgt 


t 
AW = (4) + [ (AW, Hae, (4,11) 


worin 
A(t) =e'Ht Ae-iHt, H(t) — ef Ht HY} e-int (4,12) 


die Operatoren A und H‘ in der HetsenBERG-Darstellung sind. Mit (4,2) erhalt 
man aus (4,11)?) 


t 
AW = (4) + F=f CAM, Voleyenrterde. (413) 


Indem wir unter dem Integralzeichen die Funktion 6(t — 7) einfiihren und die 
Integration bis t = oo erstrecken, kénnen wir (4,13) unter Benutzung der Defi- 
nitionen (2,1b) und (3,10b) in der Form 


A(t) = (A) + de t8t+ 4 2 (AV g)) Bea, (4,14) 


“schreiben, wobei ((A | Valea die Fourtmr-Komponente (fir H =) der 
retardierten GreENschen Funktion ((A (t); Vo(t))), ist (7 = —1). Die Anderung 
des Operatormittelwerts beim adiabatischen Einschalten einer periodischen 
Stérung driickt sich also durch die FourreR-Komponente der retardierten GREEN- 
schen Funktion aus, die den Storoperator mit der beobachtbaren GroBe verkniiptt. 
~Bei momentanem Einschalten der Wechselwirkung erhalt man, indem man (4,3) 
in (4,11) einsetzt, 


AO = (4) +5 | (A(t); Vo(2)))t e-i2t + de, (4,15) 
to 


1 Hier und in den folgenden Beziehungen dieses Paragraphen erfolgt die Mittelung zum Unter- 
schied von (2,1) iiber die kanonische Gesamtheit, und die Operatoren werden mit dem 
Hamiltonoperator H statt § = H—j N in der Heisenbergdarstellung genommen. 
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d.h. die Reaktion des Systems wird ebenfalls durch retardierte GrEENsche 
Funktionen ausgedriickt. Die Beziehungen (4,13) und (4,14) sind in der statistischen. 
Mechanik irreversibler Prozesse bekannt; dort heifen die retardierten GREENschen 
Funktionen gewohnlich Nachwirkungsfunktionen. me | 
Interessant ist der Spezialfall, in dem die 4uBere Stdrung zeitlich periodisch ist | 
und nur eine harmonische Schwingung der Frequenz w enthalt. Setzen wir fir | 
diesen Fall in (4,2) 2 = +o, so wird | 


Hi = —%, cos wte"B, (4,16) 


wobei %, die Amplitude der periodischen Kraft, eine c-Zahl und B der Operator- _ 
anteil der Stérung ist. Man erhalt dann aus (4,14) 


A(t) = (A) — Fp ete tt ((A|B)) Bw — Gg Pt to (A|B)) Bow (4,17) | 
oder, wenn man beachtet, da A (é) eine reelle GroBe ist, 
A(t) = (A) + Re {x(w) Soet* + 4, (4,18) 


wobei Re den Realteil des fraglichen Ausdrucks kennzeichnet und y(q@) die 
komplexe Leitfahigkeit (admittance) ist: 


1 (0) = — 2x (A|B)) Boo. (4,19) 
Aus den Beziehungen (4,18) und (4,19) geht die physikalische Bedeutung der 
Fourter-Komponenten der retardierten GREENSchen Funktionen ((A (¢) B(z)))ret 
als komplexe Leitfahigkeit hervor, die den EinfluB einer periodischen Stérung 
(4,16) auf den Mittelwert von A beschreibt. 

4.2 Tensor der elektrischen Leitfaihigkeit 

Als Beispiel betrachten wir den Zusammenhang des Tensors der elektrischen 
Leitfahigkeit mit den Gremnschen Funktionen [10]. Adiabatisch werde ein 


raumlich konstantes elektrisches Feld E(t) eingeschaltet, das sich zeitlich peri- 
odisch mit der Frequenz w andert: 


E(t) = Ecosat. 
Der entsprechende Stéroperator hat die Form 
Ht = — >) ¢;(Ea;) cos wte* ; (4,20) 
(e; ist die Ladung eines Teilchens, summiert wird iiber alle Teilchenkoordinaten X;). 


Unter dem Einflu8 der Stérung (4,20) entsteht im System ein elektrischer Strom 


HONE { (Galt); E(x) de, (4,21) 
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H7(t) = H}(r) cos wte®™, 
H(t) = — 3) e; By ta;(t), (4,22) 
jy 
Ja (t) a » % Xa; (t), 
i 


(jq ist der Stromdichteoperator, wenn das Volumen des Systems gleich 1 an- 


ce emen wird). Die Gleichung (4,21) laé&t sich durch partielle Integration um- 
ormen: 


ja (t) = — Re {| Mi (t); H}(z))) See + ([jx(0), H1(0)]) et@eter fH sive 
A tote ‘ @ — tel 
(4,23) 
Mit 
H¥(z) = —(Ej (x), [eajy tp.) = — — bap 9j, 4, (4 = 1), 
folgt hieraus 
ju(t) = Re {ong (w) Hg e+ #4, (4,24) 
wobei 
ie=n > , : iwrtet 
tap) = — om Bag +f (il O)s Fpl) Ha (4,25) 


der Tensor der elektrischen Leitfahigkeit und n die Zahl der Elektronen in der 
Volumeneinheit ist. Der erste Term in (4,25) entspricht der elektrischen Leitung 
eines Systems freier Ladungen. Dieser Term hat nichts mit der Wechselwirkung 
zwischen den Teilchen zu tun. Fiir m — co nimmt der zweite Term starker ab als 
der erste Be Im wo,g(@) = — (e?n/m) ap); und das System verhalt sich wie eine 
Gesamtheit freier Ladungen. 

Die Beziehung (4,25) laBt sich anders schreiben, wenn man (3,7) benutzt und tiber 


t integriert : 


ap(@) = Oag + - (ja (0) jp ()) e~ °°! dt. (4,26) 


sO 


Damit haben wir das fiir den quantentheoretischen Fall von WELTON und CALLEN 
[9] verallgemeinerte Theorem von Nyquist erhalten [24], das die elektrische Leit- 
fahigkeit mit den Stromschwankungen verknitpft. Man schreibt diese Beziehung 
gewohnlich in einer etwas anderen Form [10]: 


m (2) 


je? 1 we 4 
o_g() = — — bp + — th 5 { ({ju(0) jp()}) e- Fords, (4,27) 


iL * 
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wo 


({A (t) BEY} = 4 (AW BW) + BE) AMO) 


die symmetrisierten zeitabhangigen Korrelationsfunktionen sind. Mit Hilfe des 
Ausdrucks (4,27) kann man die elektrische Leitfihigkeit berechnen, ohne die 
kinetische Gleichung aufzuschreiben [29]. 

Die Bezichungen (4,25) —(4,27) sind insofern bemerkenswert, als sie eine charakte- 
ristische GréBe des Nichtgleichgewichtszustandes, die elektrische Leitfahigkeit, 
mit der Korrelationsfunktion der Stréme im Zustand des statistischen Gleich- 
gewichts verbinden. Hine derartige Beziehung wurde zuerst von KrrKwoop fir 
den Koeffizienten der inneren Reibung gewonnen [26]. Solche Gleichungen gelten 
auch fiir andere kinetische Koeffizienten, so etwa fiir den Diffusions- und den 

Thermodiffusionskoeffizienten, den Tensor der magnetischen Suszeptibilitat 
u. a.m. Wir gehen hier nicht auf diese Fragen ein und verweisen auf die zitierten 

Arbeiten [10, 18, 27—29]. Zur Information iiber die Anwendung der GREENschen 

Funktionen in der Theorie irreversibler Prozesse sind insbesondere die Arbeiten 

[10, 18] zu empfehlen, in denen ausfiihrlich Fluktuations-Dissipationstheoreme 

und Dispersionsbeziehungen fiir kinetische Koeffizienten betrachtet werden. 


§ 5. Ideale Quantengase 
Als einfache Illustration der Methode betrachten wir die GREENschen Funktionen 
fiir ideale Quantengase. Der Hamiiton-Operator eines idealen Frrmt- (oder. 


Boss-) Gases lautet 
= 2 Taj Oy, (5,1) 


Dabei sind f = (k, o), o der Spinindex, k der Impuls (fiir das BosE-Gas ist o = 0), 
T, = k?/2m — yw, w das chemische Potential und a, und a,+ Operatoren, die den 
Vertauschungsregeln der FeRmt- oder Boss-Statistik geniigen: 


App — EQp ar = Ore, 
etree | 62) 
App — Elly Ay = Ajay — Eapaj = 0 
(bei Fermr-Statistik gilt e = — 1, bei Bosz-Statistik «= +1). Die quanten- 
mechanischen Bewegungsgleichungen (2,14) der Operatoren sind sehr einfach: 
day dap * 
a eri = T ps; 1) re = — T aj 6 (5,3) 
Wir fiihren die GrEENsche Funktion 
Gilt — t') = (Cag(t); af (C))), (5,4) 
ein (7 = e), die aus (2,1), c) mit 
A(t)=a,(t), Bit) =a; (t’), (5,5) 
folgt, und schreiben die Bewegungsgleichung (2,15) auf: 
AG; ; 


Die Gleichung (5,6) lat sich leicht lésen. 
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Geht man zu den ars aie der GREENSchen Funktionen iiber, 
ee) = [ene E) e~‘Ett-t) dE 
und benutzt die Darstellung der 6-Funktion 
EEE ak a Oe ; 
Of St) =e rer Pea Bb, (5,7) 
at 
so erhalt man ra 
1 
(EZ — T,) GE) = On (5,8) 
Fiir die GreENsche Funktion G;(£) folgt 
1 1 
G,(£) = — ; : 
MB) = 5 (5.9) 


Man k6éunte die Lésung (5,9) durch einen singularen Teil der Form 6(£ — T7,) 
mit willkiirlichem Faktor erginzen. Die so gewonnene Funktion wiirde jedoch 
nicht den analytischen Eigenschaften retardierter (oder avancierter) GREENscher 
Funktionen geniigen (s. den Abschnitt 3,2), und daher ist der Koeffizient bei der 
6-Funktion gleich Null zu setzen. Die Lésung (5,9) ist die gesuchte. Wenn es sich 
um kausale GREENsche Funktionen handelt, muB man die Lésung (5,9) durch einen 


_singularen Zusatzterm ergainzen, daB die GRrENschen Funktionen die erforder- 


lichen analytischen Eigenschaften besitzen (s. Abschnitt 3,3). Nach (5,9) haben die 
GreeEnschen Funktionen also Pole bei H = 7;. Die Energie der Elementar- 
anregungen (H(f) = 7; entspricht also einem Pol der Greenschen Funktion. 
Die Spektralintensitaét J(@) der entsprechenden Korrelationsfunktion 


oy (t a t’) => (aj (t’) (ty (E)) = | J,(o) en 12 GY) dw (5,10) 


ergibt sich unter Benutzung der Beziehung (3,25) 


G(@ + ie) — Gy(m — ie) = —1 (.° -- /) J;(@) 
und der Darstellung der 6-Funktion (3,27): 


(mo — T 
J(@) = eae ae (5,11) 


Wie wir sehen, besitzt die Spektralintensitit J(c) fiir ideale Gase den Charakter 
von 6-Funktionen. Fiir %,(¢ — t’) folgt 
ei Ty(t-t) 
S(t — t’) = (aj (t’) a, (t)) = —z—-- (5,12) 


~~ Penal 
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Aus (5,12) ergibt sich fiir ¢ = ¢’ die mittlere Besetzungszahl 


at =f 
Ny = (Aj Os) = {e! — | : eo | 
Das chemische Potential ~ wird aus der Beziehung 


T; 


lead —y. (5,14) 


bestimmt. Wir bemerken, daB die groBe Zustandssumme bei der Ermittlung von 
n, nicht berechnet zu werden brauchte. Statt dessen haben wir die Gleichungen - 
fiir die GReenschen Funktionen gelést und das Spektraltheorem (3,25) benutzt. 
Das angefiihrte Beispiel hat rein illustrativen Charakter, da die Technik der 
GreeEnschen Funktionen nicht fiir die Betrachtung idealer Gase erforderlich ist. 
Es dient lediglich dazu, den Formalismus am einfachsten Fall zu studieren. Der 
Ablauf der Uberlegungen la8t sich genau auf andere, nicht mehr triviale Probleme 
iibertragen. Man kann die GreeNnschen Funktionen eines idealen Gases auch 
sofort direkt berechnen, indem man die Definitionen (2,1)—(2,5), die Vertau- 
schungsregeln fiir die Operatoren (5,2) und die Tatsache benutzt, daf fiir das 
ideale Gas 


a(t) = etHtg,e-iHt — e-iTjtq, 
Aa peinlpel ec (5,15) 
aj (t) = eta! ett — ert a, 
gilt. Man erhalt die GrEENschen Funktionen 
Gi (t — t') = (ag (t) a7 (t’)))e = 
= —40(t — t’) e*M/E-®) (1 + nny) — in 6(t' — t) e- TH) H, 
Gilt =) = (ay(t) af (t")))p = —60(¢ — t') e-O—, ee 
Gi (t — #') = (ag (t) Ff (t)))q = 18 (t" — t) cP THE—O) 
und mit (3,15) die entsprechenden Fourtmr-Komponenten 
. 1 1 n n 
4(B) = = sublines 
2xn|H—T,+te H—T,—ie 
1 1 
GY (#) = 
1) Doser aang SAL 
if 1 


2x H—T,—ie 


Wir bemerken, daB retardierte und avancierte GreEeNnsche Funktionen (5,17) 
fiir das ideale Gas temperaturunabhangig sind. 

In dem nun folgenden Teil der Arbeit werden wir es nur mit retardierten und 
avancierten GREENschen Funktionen (2,1b, c) zu tun haben, ohne das speziell 
vorauszusetzen. 
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§ 6. Erganzungen zur Theorie der Supraleitung 


In den Arbeiten [30—32] wurde gezeigt, da®B man die Theorie der Supraleitung 
aufbauen kann, indem man von dem Modell-Hamiiron-Operator von BARDEEN, 
CooPeR und SCHRIEFFER ausgeht. In diesem wird die Wechselwirkung der 
Elektronen mit den Phononen durch eine direkte Elektronenwechselwirkung 
ersetzt, und zwar derart, da nur die Wechselwirkung von Elektronenpaaren 
_ mit entgegengesetzten Impuls- und Spinrichtungen beriicksichtigt wird. Wie 
gezeigt wurde, sind in der Hauptsache diese Wechselwirkungen fiir die Er- 
scheinung der Supraleitung verantwortlich. In der Arbeit [31] wird die Theorie 
der Supraleitung mit Hilfe des genaueren Hamiron-Operators von FROHLICH 
aufgebaut, der die Emission und die Absorption von Phononen durch das Gitter 
explizit beriicksichtigt. Insbesondere werden die Ersetzung des Hammron- 
Operators durch den Modelloperator begriindet und die Genauigkeit der in ihn 
eingehenden Parameter verbessert. In diesem Paragraphen betrachten wir die 
Anwendung retardierter und avancierter GrEENscher Funktionen auf die Theorie 
der Supraleitung, die sich auf einen derartigen Modell-Hamimron-Operator 
griindet. (Kausale GREENsche Funktionen wurden in den Arbeiten [16, 34, 35] 
auf die Theorie der Supraleitung angewendet.) 

Die Betrachtung des Modell-Hammton-Operators ist interessant, weil er eine 
asymptotisch genaue Lésung zulaBt (fiir V + co bei V/N = const, s. [32, 63, 65)). 
Daher sind keinerlei Naherungen bei der Entkopplung der Gleichungskette fiir 
die GreENschen Funktionen erforderlich, die mit asymptotischer Genauigkeit 
erfolgt. AuBerdem kann die Lésung des Modellbeispiels auf die méglichen Approxi- 
mationen bei der Lésung anderer Probleme, die keine Modellbeispiele sind, hin- 
weisen. 


6.1 Modell-HamiLtTon-Operator 


Wir gehen aus von dem Modell-Hamiiron-Operator 
1 , 
© = Do + Him = 2 Mafar— op 2 IL) aj a4 a_p ay, (6,1) 
f , 


Dabei sind f = (k, c), —f = (—k, —o), o der Spinindex, der die beiden Werte 
+ 1/2 und — 1/2 annehmen kann, & der Impuls, 7, = k?/2m — fy lb das chemische 
Potential, a, und aj den Vertauschungsregeln der Ferm1-Statistik (5,2) gentigende 
Operatoren und J (f, f’) eine reelle Funktion mit den Eigenschaften 


J(—p,fy=—J Pf) JE-fp=—-J¢P), (6,2) 
J (ff = IPs 1) 
Im Falle des BARDEENSchen Modells ist zu setzen 
Tet; BW =I — hs W,—4)= 4b ¥)>0, | Pe 
J (— k, — 4; ee ea (Kae —k',—4)=-—4J/(k, —F’), 


ae) 


wh 


(J (k, k’) = J(—k, —’)) 
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di 
co If f) = 4 Ih B) be — I (hy — B) 80.0). (6.4) 


Der Hamiiton-Operator (6,1) lautet fiir den Fall (6,3) 


2 


1 
9 Ts De, (5 a 1) Aja Ako a Ve ee J (k, k’) Ui, 1, aly 9 i= hee TO Rt ne (6,5) 
k,o ke 


Wir weisen auf eine interessante Eigenschaft des Modell-HamitTon- Operators (6,1) 


hin. Wahlt man als Hamiron-Operator nullter Naherung den Hamitton- 
Operator der nicht wechselwirkenden Teilchen $y wie in der gewohnlichen St6- 
rungstheorie, so ergibt der Operator Hint fiir V > oo einen asymptotisch kleinen 
Beitrag zur Energie des Systems und zu den anderen thermodynamischen Funk- 
tionen in allen Naherungen der statistischen Std6rungstheorie. In erster 
Naherung erhalt man beispielsweise den Ausdruck 


(His) = = SID kay? 


der fiir V -> oo endlich bleibt. Man sieht sofort, da8 diese Eigenschaft auch in 
allen héheren Naherungen erhalten bleibt. Da das Verhaltnis (H) zu V jedoch beim 
Grenziibergang V —> oo einem endlichen Grenzwert zustreben mu, ergibt der 
Operator Hj; in allen Naherungen der gewohnlichen Storungstheorie einen 
asymptotisch kleinen Beitrag. Andererseits weif man [30, 32], daB die Modell- 
wechselwirkung wesentlich ist und einen endlichen Beitrag zu den thermo- 
dynamischen Funktionen liefert. Der Hamimron-Operator (6,1) ist also ein Beispiel 
einer Wechselwirkung, die (fiir V — oo) in jedem Term der Stérungstheorie Null 
ergibt und fiir die gesamte Reihe zu einem endlichen Effekt fiihrt. Das hangt 
offensichtlich damit zusammen, da’ der Effekt der Terme der stérungstheore- 
tischen Reihe sich bei groBen n ~ n9(v) — oo) zu zeigen beginnt statt bei N 
(wo N die Teilchenzahl ist). Im Rahmen der iiblichen Betrachtungen werden diese 
Terme als unendlich klein angesehen und nicht beriicksichtigt. Eine ahnliche 
Situation trifft man inder gewéhnlichen Theorie der Kondensation an, in der 
Gruppen aus einer groBen Zahl von Molekiilen beriicksichtigt werden miissen [33]. 


6.2 Anwendung GREENscher Funktionen 


Wir befassen uns jetzt mit der Anwendung retardierter und avancierter GREEN- 
scher Funktionen auf den Hammuron-Operator (6,1). Wir schreiben zundchst die 


quantenmechanischen Bewegungsgleichungen (2,15) fiir die Operatoren a, und a; 
auf: 


. day 1 We 
ae ol ve J (f, fa ja_pay, 

. 6,6 
day ae T ih 1 , a aoe ¥ 
° ae So ee 2 If, f') apaty ay. 


Wir fiihren die Greensche Funktion 


Gy(t — t') = (ay(t); af (t))) (yn = —1) (6,7) 
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ein, die der Bewegungsgleichung (2,17) 


dG, ; eet | 
A eae re ese aS Tn PAE f) (aZja_y, ay; af (t’))) (6,8) 


geniigt (abkiirzend wird das Argument ¢ bei den Operatoren fortgelassen). In die 
Gleichung fiir G, geht auch die zweizeitige GrEENsche Funktion Dy' ein: 


Pig (t= t) = (arg (t)a_p(t) a); af (ty). 69) 
Die Bewegungsgleichung dieser Funktion lautet 


Cites , 
4 A = 6(t — t’) n_4(6;-7 — Op4¢) + (27 — Ty) Dy — 


1 
— ate g) (ag @ga_yayay; az (t’))) — 
il 
maa 2 J(f, 9) (1 — n_y — ny) a2 7a _ga,; aj (t’))) — 
1 
= pare, 9) Tyg (O¢47 + 6;-7). (6.10) 


Die GrEEnsche Funktion (6,9) entspricht der Wahl 
A= an ya_y ay, 1 = aj . (6,11) 


an (2,1, b, c). 

Wir bemerken, da8 in die Gleichung (6,8) fiir G, die GroBe yy unter dem Summen- 
zeichen tiber f’ mit dem Faktor 1/V eingeht. Aus diesem Grunde kann man in 
der Gleichung (6,10) fir I, mit asymptotischer Genauigkeit die Terme 6; + / 
und 6;—; fortlassen. Aus demselben Grunde kann man, ebenfalls mit asympto- 
tischer Genauigkeit, Mittelwerte von Produkten der Operatoren np und 


1 ; 
Wid DI (f', J) a 749M, aj 
g 


in der zweiten Summe der Gleichung (6,10) durch die Produkte ihrer Mittelwerte 
ersetzen, wobei zu beachten ist, daB die Mittelwerte dieser Operatoren makro- 
skopische GréBen sind, die fiir V— co endlich bleiben. Folglich kann man 
_ schreiben?) 


(1 — n_y — ny) G~j{A_gMg; aj (t’))) = (1 — ny — ny) (ee aj (t"))). 


1) Die Tatsache, daf eine solche Entkopplung tatsachlich asymptotisch genau ist fiir V > oo, 
zeigt die Ubereinstimmung der entsprechenden Lésung mit der BARDEEN-COOPER-SCHRIEFFER- 
Lésung [30] (s. den folgenden Abschnitt), fiir welche die asymptotische Genauigkeit der Losung 
in [32] mit Hilfe der Stérungstheorie und in [63, 65] ohne Benutzung der Storungstheorie 
gezeigt wurde. In den Arbeiten [63, 65] wurde ferner gezeigt, daB diese Lésung die gesamte 
Kette von Gleichungen fiir die GreENschen Funktionen erfiillt, die auf Grund des Modell- 
Hamitton-Operators konstruiert wurden. 
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Wiederholt man diese Uberlegungen beziiglich der ersten Summe in (6,10), so 
kann man das System der Gleichungen (6,8) und (6,10) in der Form 


Gy 1 ; 
DE Boat 5 0) lon eS ST re 
LA 
pee Lee 0 LP As 
dt (6,12) 


1 ++ 
=e D> I (f, 9) tg Wg 47) Gy — 
g 
1 pe = 
pagar el eM te iD Ei 
g 


schreiben. Der Ubergang zu den Fourtmr-Komponenten der GreENschen Funk- 
tionen (3,9) 
bet) = fae) e-iEt-t) dE, 
(6,13) 
Deets = [Ty E) e~*E-") dE 


(fiir die GrrmNschen Funktionen und ihre FourrER-Komponenten benutzen wir 
dieselben Bezeichnungen) fiihrt auf ein Gleichungssystem fiir G,(#) und Iy(Z), 
das keine zeitlichen Ableitungen enthalt: 


1 1 
LG gy Pee epee Ms) Lies 
1 ee 
ED yy — (27 y — T';) D py == Hi2 DAO hip g) (aq Gg 7A) Gy — 
g 
1 a ye 
i: pare, g) (1 — n_y — ny) Ly. (6,14) 


Damit haben wir ein System von Integralgleichungen fiir die Funktionen Gi, (E) 
und J'yy(#) gewonnen. Wie man sofort sieht, kann die Lésung der Gleichung (6,14) 
in der Form 


(ag@* ga_yay) = A, Ay, Typ =TyAp (AP = Ay). (6,15) 
angesetzt werden. Tatsachlich erhalt man fiir G, und I’, [34] 
A 
(EH —T,)G,-— Lr, = — 
ES ee OE ee et hee on (6,16) 
(HT) gee 
wobei auBerdem 


=O 
1 aly 


Zweizeitige Greensche Funktionen in der statistischen Physik 301 


angenommen wurde mit 


4 1 
De = Fae PABA ee (6,18) 


Durch Lésung des Gleichungssystems (6,16) folgt 


at ae Bae 
1 L 
T(#) = J (6,19) 


ie ea Wi 


Die Pole der GreEnschen Funktionen (6,19) ergeben fiir das Spektrum der 
Elementaranregungen des Systems den Ausdruck [30] 


o, =) T? + 2}. (6,20) 


Mit (6,20) kénnen die Ausdriicke fiir die GrreENschen Funktionen zweckmafig 
umgeformt werden: 


1 Ih 1 RB 1 
G,(£) = eet pat Ae tees 
Mares K aabeass | (! Aer 
ly De eT, : : Ot 
If — Ana, dane E — a; E + o,}. (G25) 


Es ist leicht, die Spektralintensitaten J,(m) der zeitabhangigen Korrelations- 
funktionen 


(aj (t’) a, (t)) = f I(w) ett da. (6,22) 


— oo 


zu berechnen. Man findet die Funktion J,(w) unter Benutzung der Formel (3,25), 
in unserem Falle (y = —1) 


Gy (wm + ie) — Go — te) = —1 Pore ito), 
und der Darstellung der 6-Funktion (3,27): 


Ona ieee | at) a le | aGiee 
s Oy; hal < ay; a 
1+ Se 1+e 
Aus (6,22) ergibt sich fiir t = t’ eine Gleichung fiir die mittlere Besetzungszahl 7;: 
= Ty Of 
=1441——th= 6,24 
eo She HE Wee 


Fiir die zeitabhangige Korrelationsfunktion folgt mit (6,15), (3,7a), (3,25) und 
(3,27) die Spektraldarstellung 


(aj (t’) atj(t) ap (t) ay (t)) = Ay Ay(t — #') = Ay f Io) ei do, (6,25) 


302 D. N. ZUBAREV 


wobei fiir die Spektralintensitat 


~ Ly |6(@ — wy) 4 (@ + ay) 9 
I;(@) = 2a oy = oy (6, 6} 
1+ e° 1+ °° 


gilt. Aus (6,25) folgt fiir ¢ = ¢’ 


[o,e) 


3 L 
Ay = [ ipo) do se (6,27) 


Quy 26° 


Man iiberzeugt sich leicht davon, .daB die Ausdriicke (6,27) und (6,24) auch der 
Beziehung (6,17) geniigen, und deshalb erscheint die gemachte Annahme als 
gerechtfertigt. Fiir die GréBe L;, die die Rolle einer Liicke im Spektrum der 
Elementaranregungen spielt, folgt aus (6,27) und (6,18) 


1 Lo a) 
ifs T ee eee 6,28 


Die Gleichung (6,28) besitzt eine nichttriviale Losung L,=- 0 bei genitigend 
niedrigen Temperaturen 6 fiir positiven Kern J(k, k’) (s. 6,3), was dem Vor- 
herrschen der Anziehung zwischen Elektronen mit entgegengesetzten Impuls- und 
Spinrichtungen, die durch Phononenaustausch entsteht, gegeniiber der CouULOMB- 
schen AbstoBung entspricht. (Uber die Untersuchung des Einflusses der Cov- 
LOoMB-Wechselwirkung s. [37].) 

Die Lésung der Gleichung (6,28) fiir den Fall, da8 die Integralgleichung einen 
Produktkern besitzt, wurde in [30] und unter allgemeineren Voraussetzungen 
tiber den Kern in [36] gegeben (s. Abschnitt 6,4). 

Fir die mittlere Energie folgt mit Hilfe von (6,15) 


= 1 
x a her op IM 9) A, Ay (6,29) 


oder mit (6,27) und (6,24) 


wo, Ly wy 
20 2wy Oe 


iy Sd; (: 


Th 1 43 
I th # 4 f (6,30) 


- th - Se NG) 
Oy, 20 2V (f yeas 


Fiihrt man im zweiten Term des Ausdrucks (6,30) die Summe iiber f unter 
Beriicksichtigung von (6,28) aus, so erhalt man schlieBlich 


(69) if 


ihe w 
th ‘" hae 
i) =: a 20, 260 (C230) 


H) = 4.57, (1 
j 


(69) if 


Bei der Temperatur Null entspricht ein Zustand mit L,== 0 einem kleineren 
Knergiewert (d. h. ist energetisch giinstiger) als der Zustand mit = 0 (triviale 
Lésung der Gleichung (6,31)]. Wir iiberzeugen uns unten davon (Abschnitt 6,5) 
dafs die triviale Lésung bei Temperaturen unterhalb der kritischen nicht existiert. 


> 
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Fir die zeitabhangigen Korrelationsfunktionen ergeben sich unter Benutzung 
der Gleichungen (6,26)— (6,27) die Ausdriicke 


T\ e—iay(t-t’) iay(t—t’) 
(af (t") ay(8)) = 4 (1 + i) a(t \— (6,32) 


OF 


{aj (t'), a%;(t)a_p(t)ay (t)) = 4, Ay cos o,(¢—#’) [1 4 i SX Ol G39): 


Die Korrelationsfunktion (6,33) ist fiir ein ideales Gas gleich Null.:Korrelationen 
dieser Art, die fiir die Supraleitung spezifisch sind, kommen durch die Wechsel- 
wirkung zustande. Die zeitabhangigen Korrelationsfunktionen (6,32) und (6,33) 
oszillieren fiir ¢ — t’—> oo wie auch fiir das ideale Gas. Wenn man jedoch auch die 
vernachlassigten asymptotisch kleinen Terme beriicksichtigt, so erscheint in den 
héheren Naherungen fiir die Korrelationsfunktionen eine asymptotisch kleine 
Dampfung, die mit V—>oo gegen Null strebt (V/N = const). 


6.3 Methode der kanonischen Transformation 


Es ist interessant, an dem hier betrachteten Modellbeispiel die Methode der 
GREENschen Funktionen und die BoGotsuBovsche Methode der kanonischen 
uw, v-Transformation miteinander zu vergleichen, die von BoGoLsuBov, CERKOV- 
NIKOV und dem Autor auf das betrachtete Problem angewendet wurde. 

Der Methode der genannten Arbeit folgend, fiithren wir gewisse gewohnliche 
Funktionen A, ein und stellen den Hamitton-Operator (6,1) in der Form 


§=U+4H,+ A,, (6,34) 
dar, wobei 
1 
U=—D Jif’) AAy, (6,34a) 
2 fF 
H, = > Hy = > {Taj ay + § C; (aj aay + a_;a,)}, (6,34b) 
i i 
1 
H,=—=s5D> T(t fh’) BiB, (6,34¢) 
QV iF 
B; = A_f, ay — A; (6,34d) 
und 
1 
 aeen pat f') Ay. (6,35) 
< 


Da der Operator H, eine quadratische Form der Operatoren ay und aj ist, kann 
er mit Hilfe der kanonischen Transformation 


Op = Uz + YyK-}, (6,36) 
“top =1, w= Uy, = — V-; (6,37) 


auf Diagonalform transformiert werden (uw; und v, sind reell). 
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Dann gilt 
Tyuyry + (uj — v7) = 0, (6,38) 
woraus mit (6,37) folgt 
Dp ‘iu C 
pe oe a pers Pears ee eth, 6,39 
Uy = 4 ( ah ZA, ie: ( alt Uy U4 De, (6,39) 
mit 
y= VT + CF (6,40) 
und 
He => a {Tv} a Cyuzry} a 2 Ef Oj Ay. (6,41) 


Wir bemerken, daf die Operatoren H;, B,; und Bj fiir verschiedene f miteinander 
kommutieren. 
Wir bestimmen A; aus der Bedingung 


wobei die Mittelung iiber die groBkanonische Gesamtheit mit dem HaAMILTON- © 


Operator H, geschieht. (Fir diese Mittelung behalten wir das Symbol (. . .) bei.) 
Es wird 


Ay = (a_ja;) = uv, (1 — 29,) = — 2 th 4 
(6,43) 


The 
Vp (Oy op) — , - ot ; 


und der Beitrag des Operators H, wird fiir V — oo vernachlassigbar klein gegen- 
tiber dem Beitrag von U + H, (in [32] findet man eine genauere Darstellung). 
Unter Beriicksichtigung von (6,35), (6,43) und (6,42) erhalt man fiir C, die Glei- 
chung 
C= s5 SIU, pth ES 6,44) 
1 20 aa ee 20 ey e 


Vergleicht man (6,20), (6,27), (6,28) mit (6,40), (6,43), (6,44), so findet man 
Cy = Lay, Ay ct Ay,, 2 CUf - (6,45) 


Zwischen der im vorhergehenden Abschnitt dargestellten Methode und der 
Methode der kanonischen Transformation besteht also eine genaue Analogie. 


Die beiden Methoden fiihren zu denselben Lésungen. Fiir das thermodynamische 
Potential erhalt man 


_U+Ho T C2 
2 = —OdIns le Y Pe ter (1-7 = RELA ee 
; p sie é Ex Po 26 


— 26 Sn ag ot (6,46) 
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Dabei wurde f durch k ersetzt, da hier alle GréBen von den Spinvariablen un- 
abhangig sind und mit Riicksicht auf (6,37) 


Cy = (— 1 eit Gi 


gilt. Man sieht leicht, daB das thermodynamische Potential (6,46) beziiglich der 
Veranderlichen Uy, Vy ein Minimum annimmt, wie es fiir die exakte Lésung auch 
sein mu. Bei der Berechnung der Entropie braucht man daher nur die explizite 
Abhangigkeit von 2 von der Temperatur 6 zu beriicksichtigen, und diejenigen 
Terme, die aus der Temperaturabhangigkeit von Uy und vy resultieren, fallen 
automatisch heraus. Die sich ergebende Entropie stimmt daher mit der Entropie 
eines idealen Gases von Elementaranregungen iiberein: 


0Q 


toss acy gs 


=a > oy Inge (1 — 9) In. (1 ~,)¥ (6,47) 


Diese einfache Formel gilt nur fiir die Verteilungsfunktion der Elementar- 
anregungen »,, jedoch nicht fiir die tatsachliche Impulsverteilungsfunktion (6,24). 
Die Methode der kanonischen w, v-Transformation gestattet es also, das thermo- 
dynamische Potential und die Entropie des Systems mit asymptotischer Genauig- 
keit zu berechnen. Die Methode der GreENschen Funktionen liefert die mittlere 
Energie, aus der man auch die anderen thermodynamischen Funktionen ge- 
winnen kann. 

Wir weisen auf einen interessanten Umstand hin. Aus (6,48) folgt, daB 


(ap, 4) (6,48) 


eine endliche GréBe ist. Andererseits ergibt sich fiir die analoge GroBe, die man 
erhalt, wenn man nicht iiber die Grppssche Gesamtheit mit Hy, sondern mit dem 
vollstaéndigen Hamiiton-Operator § mittelt, der Wert Null. Der Gesamtteilchen- 
zahloperator 


N= 2 HAs 


kommutiert namlich mit §, ist also Konstante der Bewegung. Seine Eigenwerte 
N =0,1,2,... sind daher Quantenzahlen, welche die Kigenwerte von  nume- 
rieren. Schreibt man (6,48) explizit auf, 


Ea, Nn 


CT) ee a 8 Ob ya2ja,0s, w, (6,49) 
a, N , 


“(Ean und Oy,n sind dabei Eigenwerte und Eigenfunktionen des HAMILTON- 
Operators §, die einem festen N entsprechen), so sieht man, daB diese GroBe 
tatsachlich gleich Null ist, da der Operator a_;ay in der Darstellung mit festem N 
keine Diagonalelemente besitzt: 


Ci, na—;4 Can == (i 


Fiir den Beweis ist wesentlich, daB N eine exakte Bewegungskonstante ist. 
Fiir den Operator Hy (s. 6,34b) ist der Teilchenzahloperator N keine Kon- 
stante der Bewegung, und daher ist die GréBe (6,48) von Null verschieden. 
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6.4 Loésung der Gleichungen 


Wir geben nun die Lésung der Integralgleichung (6,44) an, wobei wir dem Vor- 
gehen in der Arbeit [36] folgen. Dazu schreiben wir die Gleichung (6,44) in inte- 
graler Form auf: 


foe) 


eal cles e(&)\ O(E') 
ow =e [arr =) eh (OF) Se (6,50) 


? 
@ oO 
0 


1 
Bote 3 : _ kK 
1(=, =) = o44 [aesie,e) (: rE)” 
—1 


olf dk mk ke 
pS ey Py be Say eae) = ay ase! 
Pee (i Fics arr 


Qn?’ 


Dabei wird die Konstante J > 0 so gewahlt, daB J(0, 0) = 1 ist. Ferner ist ky 
der Impuls an der Fermi-Grenze und @ die charakteristische Energie (von der 
GroBenordnung der Energie, die der DeByEschen Grenzfrequenz der Phononen 
entspricht), bei welcher der Kern J (é, €’) wesentlich von Null verschieden ist. Wir 
nehmen an, daB mw bedeutend kleiner als die FERMische Grenzenergie ist und 
ziehen aus dem Integral die schwach veranderliche Funktion k(&) = V2m(u + é) 
fiir den Punkt € = 0 heraus [k(0) = hg]. 

Wir fiihren eine neue unbekannte Funktion (2) ein (x = E/a), 


Ole) = Cpa), (0) =1, C=C), (6,51) 


und schreiben die Gleichung (6,50) in der Form 


py =ef de't(e, 2) tn E10), | 


oy nthe ) 
0 


8 


(6,52) 
ea) = Vat Pye), a=, par. 


@ 


Bei der Lésung der nichtlinearen Integralgleichung (6,52) wird benutzt, daB sie 
fiir «’—>0, «+0 und £ +0 logarithmische Singularititen besitzt und die an- 
gefiihrten Parameter als sehr klein angesehen werden kénnen (a< 1,8 21)! 
Fiir x = 0 erhalt man aus (6,52) eine transzendente Gleichung fiir « und B 


foe) 


le of aro x) th ae) : (6,53) 
: OIE) 


Fiir ihre Lésung mu noch die Funktion g(a) bekannt sein. Um die bei « <iund 
B <1 genahert giiltige Gleichung fiir y(x) zu finden, ziehen wir die mit J (x, 0) 
multiplizierte Gleichung (6,53) von (6,52) ab und gehen, da die gewonnene Glei- 
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chung keine Singularititen besitzen wird, zur Grenze « —> 0, B — 0 tiber, Fiir p(x) © 
ergibt sich die inhomogene FREpHOLMsche Integralgleichung 


foo) 
, 


p(x) = (0,0) +¢ { (Ix, 2) — T(x, 0) 10,2") 9(@") (6,54) 


0 


die keine Singularitiiten mehr enthalt und nicht von den Parametern « und B 
abhéngt. Man findet sofort die Lésung der Gleichung (6,53) durch Iteration in 


Form einer Reihe in 9. Daher kann g(x) als bekannte Funktion aufgefaBt werden. 
Fiir einen Produktkern 


L (p01 (x, 0 T (20) (6,55) 

erhalt man als exakte Lésung der Gleichung (6,54) 
Oe) = 0). (6,56) 
Im Spezialfall der BARDEEN-CooPER-SCHRIEFFER-Modellwechselwirkung [30] gilt 


Dedirid aie eee: 
1a lu ft (6,57) 


O sonst. 


Mit Riicksicht auf die Kleinheit der Parameter « und # und das Vorhandensein 
logarithmischer Singularitaten lat sich die Gleichung (6,53) vereinfachen. Zu 
diesem Zweck integrieren wir sie partiell und setzen in den singularitatenfreien 
Termen « = 8 = 0 (beim Grenziibergang wird B/« = a = const angenommen). 


Es folgt [36] 


Be hath oe, tes + finle+ ye a?) ch" ada + 
Q 


— i Qa aa {I (x, 0) y(ax)} da. (6,58) 
dx 
0 


Die Gleichung (6,58) bestimmt 8 als Funktion von «, d.h. die Temperatur- 
abhangigkeit der Energieliicke C. Fiir 7 = 0 ist «= 0, und wir erhalten die 
Bocotsupovsche Lésung [37] 


ae brie d 
eas | eis === finde 7 WG, 0) 9) dx, (6,59) 
0 
mit 
Go 
gt 2du 
: = Mies = 6,60 
I@a)=J | oe. (6, ) 


0 
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Dabei ist w = 4 |q=%,. qo der maximale DesyE-Impuls und g die Wechsel- 
wirkungskonstante (s. spater, (8.2)]. Ist die Temperatur gleich der kritischen 
Temperatur, 6 = 69, so wird die Liicke im Spektrum der Elementaranregungen 
Null (8 = 0 oder a = 0), und aus der Gleichung (6,58) folgt als Ausdruck fiir 05 
[36] 


co co 


d 
ay = He exp} 4 = finwctrta ds — [Ine F110, 2) ldap. (6.61) 
@ 0 . ; x 


Das Verhaltnis der kritischen Temperatur zur GroBe der Liicke bei der Tempe- 


ratur Null sowie der relative Sprung der Warmekapazitat hangen nicht von der 
Funktion y ab und stimmen mit den Ausdriicken iiberein, die in der Arbeit [30] 
fiir die vereinfachte Wechselwirkung (6,55) gewonnen wurden. Die genannten 
Eigenschaften sind also nicht mit der detaillierten Form der Wechselwirkung, 
sondern nur mit den Singularitaéten der Integralgleichungen verkniipft. 


6.5 Instabilitat der trivialen Lésung 


Die nichttriviale Lésung A;=+ 0, Cy=- 0 (6,15) fiir 6 < 0) entspricht dem 
niedrigsten Wert des thermodynamischen Potentials (6,46), ist also thermodyna- 
misch stabiler als die triviale Losung A; = 0. Man kann jedoch noch mehr aus- 
sagen. Wir zeigen, daB die triviale Lésung A; = 0 bei Temperaturen unterhalb 
der kritischen nicht existiert+). 

Nimmt man 


(aga ga_;a;) = 0 oder A,=0 


an, so ergibt sich, wenn man in der zweiten Gleichung des Systems (6,14) auch den 
inhomogenen Term vernachlassigt, 


nN 
(EH — 2Ty + 74) Dy = Se (Opp — Of47') — 
i= 2 


1 
ons Se aI, 9) Lg — 472 2 If; 9) Lg (Op49 + Of_p)- (6,62) 


Die Pole der Grernschen Funktion Jj findet man aus der Bedingung, da8 der 
homogene Teil der Gleichung (6,62) verschwindet : 


1—2n 
(B20 y + 1) Pyp +S Sf, Ty, = 0. (6,63) 
g 


Dabei werden asymptotisch kleine Terme fortgelassen. In der Gleichung (6,63) 
ist der Index f frei. Wahlen wir ihn so, daB T', = 0 wird, und schreiben 


Op Tsp; (6,64) 
1) WENTZEL [70] stellte Uberlegungen iiber die Unméglichkeit von zwei Lésungen (der 


trivialen und der nichttrivialen) fiir 0 < 69 an und wies darauf hin, da8 das thermodynamische 
Potential gema8 seiner Definition eine eindeutige Funktion sein muB. 
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so erhalten wir fiir ®, die Gleichung 
(E — 2T ® = A e: te : 
1) Qy = — ——— 2 J (f, f') By. (6,65) 


Bee egciching (6,65) kann mit den in [36] angewendeten Methoden gelést 
werden. 


Mit der Bezeichnung 
1 

Of ar at 2 F(t, f) Oy (6,66) 

1aBt sich (6,65) folzendermaBen schreiben: 


Setzt man @, aus (6,67) in (6,66) ein, so folgt 


1 bs os 

Ox mr es J (k, k’) ‘ Ox’ ’ (6,68) 
2V 1 #H 

) aca 


ve 

wobei / = (k, o) durch k ersetzt wurde. 

Wir gehen nun von der Summe zum Integral iiber, fiihren die dimensionslose Ver- 
. anderliche x = £/w und die neue Funktion f(x) gemaB 


w(t) = G(O)f(@) (f(0) = 1) (6,69) 
ein und erhalten 
[oe} f 9 ; 
f(x) = ib T (a, x’) th = ae f(a’) da’. (6,70) 
0 


Dabei ist y = H/2q ein dimensionsloser Parameter, der als kleim vorausgesetzt 
wird (y <1). Die iibrigen Bezeichnungen sind dieselben wie in (6,50) bis (6,52). 
Die Beziehung (6,70) ist eine homogene FrepHotmsche Integralgleichung mit 
logarithmischen Singularitaten fiir « > 0, y > 0. 

Die Gleichung fiir f(a) kann als inhomogene FrepHotmsche Integralgleichung ge- 
schrieben werden, wenn man aus ihr die singulaéren Terme eliminiert und unter 
Ausnutzung der Kleinheit von « und y in den singularitatenfreien Termen zur 
-Grenze « > 0, y + 0 tibergeht. (Analog gingen wir bereits bei der Gleichung (6,52) 
vor.) Wir erhalten 


d fi 
f(x) = I(x, 0) + o { a’) — I(x, 0)1(0, x')} f(x’) — (6,71) 
0 
Durch Vergleich von (6,71) mit (6,54) folgt 
f(x) = (2). (6,72) 


22* 
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Den Parameter y? bestimmt man als Funktion von « aus der transzendenten — 
Gleichung 


co 


a 


x 
1 =o { 10. 2th a) dx. (6,73) 


0 


Beispielsweise folgt fiir « = 0 durch partielle Integration von (6,70) 


foe) 


x = In (—y?) = {m (x? — vy?) se {p(x)I(0, x)} da. (6,74) 
0 x 


0 


Geht man im zweiten Integral zur Grenze y — 0 iiber, so ergibt sich 


co 


2 C?(0) 


d 
p—(2)=—o0|- 2-2 fined erre.ay ax = — 20) <0. 
0 
(6,75) 


In den Punkten # = + 70 (0) verschwindet der Nenner der GREENschen Funk- 
tion. 

Ausgehend von der Gleichung A; = 0, d.h. der Existenz der trivialen Lésung, 
haben wir gesehen, daB die GREENsche Funktion in der komplexen Ebene auBer- 
halb der reellen Achse singular ist. Da sie jedoch iiberall auBer auf der reellen 
Achse analytisch sein mu8, kénnen solche Lésungen nicht existieren; folglich — 
gilt Ay = 0. Bei der kritischen Temperatur verschwindet die komplexe Wurzel, 
und es ergibt sich die Lésung # = 0. Tatsachlich erhalt man, wenn man in 
(6.73) y = 0 setzt, die Gleichung (6,53) fiir 6 = 0, welche die kritische Temperatur 
bestimmt. 

Die Anwendung GreEnscher Funktionen gestattet es also, ohne zusitzliche Uber- 
legungen aus zwei Lésungen die allein physikalisch sinnvolle auszuwahlen. 


§ 7. Erganzungen zur Theorie des Ferromagnetismus 


Die avancierten und retardierten GrEENschen Funktionen wurden in den Arbeiten 
von BogotsuBov und TsaBirKoy [19] sowie von TsABLIKov [38] auf die Thermo- 
dynamik der Ferromagnetika angewendet. 
Nach dem Hetsensereschen Modell lat sich ein ferromagnetischer Kristall mit 
dem durch Spinoperatoren ausgedriickten Hamtron-Operator 

& = — wel 3S] — 4 5 Ih — fh) Si. She (7,1) 
beschreiben. Dabei sind S; die x-Komponente des Spins eines Elektrons, das sich 
am Gitterpunkt f befindet, J(f, — f,) ist das als positiv vorausgesetzte Austausch- 
integral, H das zur z-Achse parallele auBere Magnetfeld und wg das Bonrsche 
Magneton. Die Summation erfolgt iiber die Gitterpunkte mit verschiedenen f 
und daher kann man J (0) = 0 setzen. Wir werden ferner annehmen, daB sich an 
jedem Gitterpunkt ein Elektron befindet. 
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Wir ersetzen im Hamittron-Operator (7,1) die Spinoperatoren durch Pavut- 
_ Operatoren 


Sf =o, +8, 
SY = 1(bj — by), (7,2) 
S? = 1 — 267 by, 
die den Vertauschungsregeln 
bb; + Of 6,= 1, bf = (Of)? =0, 
bby — b7 by = 0, 
A ee sane a fiir j= g (7,3) 
genuigen, wovon man sich durch Nachrechnen leicht iiberzeugt. Die Vertauschungs- 
regeln fiir die Pavxt-Operatoren besitzen ,,Fermicharakter“ fiir gleiche und ,,Bose- 


_ charakter“ fiir verschiedene Gitterpunkte. Nach der Transformation ist der 
Haminton-Operator (7,1) von der Form 


Geek in (1 nH + a) + (2y1nll + 28(0)) ¥ bj, — 


ra pe 2 — fo) bj, Of, ae > 2d (fy, r= fe) 2,2, (7,4) 


fa 1/2 


wobei ¥(0) =>) J(f) und N die Gesamtzahl der Gitterpunkte sind. Der Operator 
5 f 


> 


Ne = bj by (7,5) 


gibt die Zahl der Elektronen mit ,,Links‘-Spin beim Gitterpunkt f an. Die mitt- 
lere Zahl der ,,Links‘‘-Spins bei einem beliebigen Gitterpunkt 


hangt infolge der Translationssymmetrie und der Identitat der Gitterpunkte nicht 
von f ab. AuBerdem folgt aus der Bewegungsgleichung fiir ny, 


diy _ am (7,7) 


Die Operatoren b, und n, geniigen den Bewegungsgleichungen 


ea = [2up + 23(0)] i, + DY 25 (9 — P)bp + LY FI (9 — P) (Mb n — Og%p), (7,8) 
Pp Pp 
Par G! —p\ibsb, — Bt, 


Wir fiihren die folgenden Greenschen Funktionen ein (7 = 1): 
Gig,g(t — 1) = C(bg(t)s F(t’). 
Gorgas (E — t') = (mg, (t) bg, (#) 5 bj (t’)))- (7,9) 
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Fiir G,,; erhalten wir mit (7,8) die Gleichung 


G. 
2 BY 


“of — (1 — 20)3(¢— 1) + Buell + 23(0)1G,4 — 


— S29 — p)G@y,¢ + > 4I (9 — P)(Gop.¢ — Gogg). (7,10) 
p 


p 


Wir beschranken uns auf die erste Naherung und entkoppeln die Kette fiir die © 
GreeEnschen Funktionen, indem wir annehmen 


Gop g(E — t') = (1g (t) bp (4); BF (t’))) = (Mg) (O p(t); bj (t’))) =nG@p,s(6—#'). (7,11) 


Fiir (7,10) folgt dann 


j 204 — 2upH + (1 — 2%) 23)]G,,, + Y 1 — 22)2I (9 — v)G yy = 
eee 
= (t-— 2n)6t = 16,7 (7,12) 


In dieser Gleichung sind keine héheren GreEnschen Funktionen mehr enthalten. 
Das Verfahren der Entkopplung von (7,11) entspricht der Methode der genaherten 
zweiten Quantelung [39], die thermodynamisch fiir den Bereich héherer Tempera- 
turen verbessert wird. Tatsachlich werden bei der in [39] verwendeten Methode die 
Pavti-Operatoren naherungsweise als Bosz-Operatoren aufgefaBt, und der letzte 
Term des Hammrton-Operators (7,4) wird vernachlassigt. Mit diesem Vorgehen 
beschrankt man sich auf das Gebiet niedriger Temperaturen, die bedeutend 
kleiner als die Currz-Temperatur sind. In dieser Naherung ist in (7,12) m = 0 zu 
setzen. Mit steigender Temperatur nimmt die Bedeutung der den Faktor n 
enthaltenden Terme zu, und sie miissen beriicksichtigt werden. 

Wir gehen nun zu den Fourtrer-Komponenten der GreENschen Funktion 


Gy, s(t) = [ G,p(H)ei¥' dB (7,13) 


= 0c} 


tiber und schreiben (7,12) in der Form 
1 = ~ 
iG,7= oF (1 — 27) dg, + [2ueH + (1 — 2n)29(0)1G,, — 


— d} (1 — 2n) 25 (9 — p) Gy, 5. (7,14) 


Die Gleichung (7,14) kann nach dem Verfahren gelést werden, das in der Theorie 
des Ferromagnetismus iiblich ist und das auf der Translationssymmetrie des 
Gitters beruht. Wir beriicksichtigen, daB G,, y nur von der Differenz g — f der 
Gittervektoren abhingt und eine periodische Funktion ist, und gehen zu den 
Fourtmr-Komponenten beziiglich dieser Veranderlichen iiber: 


1 ; 
Gy7(£) = W > eb o-ho G,(Z) (q = Wellenzahlvektor). (7,15) 
: 


Zweizeitige Greensche Funktionen in der statistischen Physik 313 


_ Das Kronecker-Symbol lift sich wie folgt darstellen: 


- 1 : 
6g,f = WV 2 et (—f,). (7,16) 


Mit (7,15) und (7,16) ergibt sich aus (7,14) 


1 1—2n 
(2) == SS 
rh (1 ed elie sare E,’ (7,17) 
mi 
Ey = 2ugH + (1 — 2n)2(30) — $(), (7,18) 
3(Q) = x J (fee, (7,19) 
Mit Hilfe von (3,25) und (3,27) folgt fiir die Spektralintensitiit 
1 — 2n 
By(o) = oE,lo  y O(@ — Ey), : 
- 7,20) 
1 : 1 1—2n . 7, 
B5.7(@) = W x et (9-49 Ti (w@) = W 2 ee eb G-h%) §(w@ — E,). 
Folglich gilt wegen (3,7a) 
(bj (t’)b (t)) —= Ws (w)e-tot—?) da = 1% > eb O-19 e-tEy(t—-t’) A—2n = 2n 
f g g.f a N q eHa/6 oo 1 ‘ 


—oco 


Geht man yon der Summe iiber g zum Integral iiber, so folgt fiir ¢ = ¢t’ und f = g 
die transzendente Gleichung 


n v dq 
= 2 
1 — 2n sei'| ae == 17° (Ta) 


fiir 7 [19], in der v = V/N das Volumen einer Elementarzelle bedeutet. 
Die Gleichung (7,21) bestimmt die relative Magnetisierung o: 


o= (Si) =1—-— Qn. (7,22) 
Mit den dimensionslosen Veranderlichen 


up ) (9) 
=o p= ee, 1(Q) = — (7,23) 
30° “30° 
(h ist die dimensionslose Feldstirke, + die dimensionslose Temperatur, 4(q) das 
dimensionslose Austauschintegral) folgt (7,21) in der Form 


BW SS { ieee 2 ease) (7,24) 


o (2a)8 T 


In der betrachteten ersten Naherung besitzt die Gremnsche Funktion auf der 
reellen Achse bei H = #, einen Pol. Folglich ist #, die Energie der Elementar- 
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anregung der Spinwelle, die zum Unterschied vom Fall der iiblichen Spinwellen-_ 
theorie tiber o von der Temperatur abhangt. In héheren Naherungen verschwindet , 
der Pol, und es tritt Dimpfung auf. Im Paragraphen 8 betrachten wir die Dampfung 
am Beispiel von Elektronen in Wechselwirkung mit dem Gitter. 

Die Gleichung (7,24) ist besonders interessant, weil sie im betrachteten Fall des 
positiven Austauschintegrals in einem weiten Temperaturbereich eine Inter- 
polationsformel fiir die Magnetisierung o liefert. Bei negativem Austausch- 
integral ist die Lésung fiir geniigend schwache Felder nicht stabil (die rechte 
Seite von (7,21) wird negativ, wahrend n > 0 gilt). 
Durch Lisung der Gleichung (7,24) [38] erhalten wir fiir die relative Magneti-. 
sierung o die Beziehung 


1— > A;r*?, Cette (7,25a) 
j23 
3 r is \ 
tealbers 
7 3 cee 
\eeeereto ty 2 t-=\|}, tS e—t <1), b=0, (7,25) 
T C 
1 —1 1 
to -tity(l — 04) =~ ge tpl 1G) (= — 24) pre T > Te, (7,25¢) | 
C 


pt h Teorey dq 
o=tn(Z), oie Sven | 


wobei t = 0,/%(0) = 1/c die dimensionslose CuR1E-Temperatur ist. 
Fiir ein einfaches kubisches Gitter ist c = 1,516. Weiter bedeuten » die Zahl der 
nachsten Nachbarn im Gitter. A; ist eine Funktion von h/t. Es gilt 


dy eee mapa eee ete 

3 (Sza)i2 a! = an ? (aan A) 5 ? 6 ? 
- 8 (7,26) 
a 630) 2 PIN tie a ep (— = 


n=1 


Aus der transzendenten Gleichung (7,24) und den Beziehungen (7,25a, b, c) folgt, 
daf bei Temperaturen unterhalb der Curtu-Temperatur 6, = $(0)/e spontane 
Magnetisierung existiert, d. h. es gilt o = 0 fiir H = 0, und das System befindet 
sich im ferromagnetischen Zustand. Bei der CurtE-Temperatur verschwindet die 
spontane Magnetisierung. Fiir 6 > 6, geht das System in den paramagnetischen 
Zustand iiber. Die Gleichungen (7,24) und (7,25a, b, c) beschreiben den gesamten 
Ubergang. Als Grenzfalle erhalten wir dabei alle bekannten Resultate der Quan- 
tentheorie des Ferromagnetismus. 

Tatsachlich folgt fiir 6 < 6, aus (7,25a) die Buocusche Spinwellentheorie. 

In der Nahe der Curtn-Temperatur (0 < 6,) resultieren aus (7,25)) Ergebnisse 
der Theorie des molekularen Feldes. Fiir 6 > 0, erhalt man aus (7,25 c) Resultate 
der Theorie des Paramagnetismus, die den Ergebnissen yon OPECHOWSEI [40} 
ahnlich sind, welche mit Hilfe der thermodynamischen Stérungstheorie gewonnen 
wurden (Unterschiede treten im dritten Term auf) 
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In den Arbeiten [19, 38] gelang es, die Quantentheorie des Ferromagnetismus be- 
deutend zu verbessern und eine Gleichung fiir die Magnetisierung aufzustellen 
(7,24), die im gesamten Temperaturintervall anwendbar ist. (Uber die ersten Be- 
miihungen in dieser Richtung s. [41, 42].) Natiirlich tragt diese Gleichung teil- 
weise interpolierenden Charakter, jedoch zeigt die Ubereinstimmung in den 
wesentlichsten Termen bei Temperaturen weit unterhalb der CurtE-Temperatur, 
im Gebiet der Curte-Temperatur und bei Temperaturen weit oberhalb der CurIB- 
Temperatur mit den bekannten Ergebnissen der Spinwellentheorie, der Theorie 
des molekularen Feldes und der reguliren Stérungstheorie, da diese Inter- 
polation geniigend ,,schmiegsam‘‘ ist. Zum Unterschied von (7,26) erhielt Dyson 
in seiner auferordentlich interessanten Arbeit [43] iiber die Theorie des Ferro- 
magnetismus A, = A, = 0. Anscheinend folgt hieraus, daB man zur Verbesserung 
der Ergebnisse GrrENsche Funktionen héherer Ordnung zu beriicksichtigen hat. 
Man kann die Ergebnisse der Arbeiten [79, 38]erhalten, indem man die Gleichungs- 
kette fiir die GrrENschen Funktionen aufstellt, die direkt aus den Spinoperatoren 
konstruiert sind [44]. Die Methoden der Arbeiten [19, 38] eignen sich ferner zur 
Verbesserung der Quantentheorie des Antiferromagnetismus [44] und der Theorie 
der magnetischen Anisotropie [45]. 


§ 8. Wechselwirkung der Elektronen mit dem Gitter 


8.1 Wechselwirkung von Elektronen mit dem Gitter in Metallen. 


In diesem Paragraphen betrachten wir ein System von Elektronen, die mit den 
Phononen des Gitters wechselwirken. Wir betrachten Metalle im Normalzustand 
und beschranken uns, dem Vorgehen in [19] folgend, auf die einfachste Naherung, 
die fiir die Beriicksichtigung solcher Effekte wie die Supraleitung nicht ausreicht. 
Dieses methodisch lehrreiche Beispiel gestattet es jedoch, eine Reihe wichtiger 
Higenschaften eines Systems wechselwirkender Teilchen zu erkennen, mit denen 
man es auch bei anderen Systemen zu tun hat, namlich das Vorhandensein einer 
Dampfung und deren EinfluB auf die Verteilungsfunktion. Ein mit Phononen 
wechselwirkendes System von Elektronen wurde fiir den nichtsupraleitenden 
Zustand fiir die Temperatur Null in den Arbeiten [46, 47] mit Hilfe GrEENscher 
Funktionen betrachtet, wobei in der zuletzt genannten Arbeit die Rolle der 
Dampfung untersucht wurde (Uber die Theorie der Supraleitung auf der Grund- 
lage des FrOnticuschen Hamuiron-Operators s. [31, 64]). In diesem Paragraphen 
halten wir uns an die Arbeit [79] und erginzen sie durch die Betrachtung GREEN- 
scher Funktionen fiir Phononen. 

Das System der Elektronen im Gitter beschreiben wir durch den Froutrcuschen 
Hamitron-Operator 


9 =e > TA 2Ako a ay Wqby bg + D> Agi, oF, 0 (bg + bi 4); (8,1) 
k,o qd ky, koqo 
‘ (ki—ka= 9) 


Dabei sind 7, = k2/2m — wu, w das chemische Potential, wg die Energie eines 
Phonons und ajo, dye, 6;, bg Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren der Elek- 
tronen und der Phononen. Die Funktion A, bestimmt die Kopplung zwischen den 
Elektronen und dem Phononenfeld: 


(02) q 


le 
A,=9(9) (5) (9(@) =9(—9)- (8.2) 
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Die Operatoren a*y,, Azo, btq, bg gentigen den Bewegungsgleichungen 


: te = Tydyo + >) AgQy-g,o(0g + b* 4), 
q 


— 1 = Make + 3 Agttegolby + Pa) 


(8,3) 


.db 
a re ES 1,0) ae AGde 46%: 


+ 


db; 
—4 a = == On —- > Aq%t+-9,0%Ke- 
k,o 


Wir fiihren nun Greensche Einteilchenfunktionen fiir Fermionen und Phononen 
G, und G, ein (in [19] wurden nur GreENsche Funktionen fiir Fermionen G;, be- 
trachtet), 


Gy (¢—t)= ae Ako (t’))) (7 = —1), 
; (8,4) 
Giy(t — ¢) = bg(ts BECPY) (y= 1). 
und schreiben die Bewegungsgleichungen auf: 
5 dG, f fy + fy 
tay = OE #) + Te Ge + DY Ag Ge-ga(bg + 5% 4); Aéo(t'))), 
a i (8,5) 
a a = 6 —t') + @yGq + 2 AK ta, 0% by (t’))). 


Die Gleichungen (8,5) zeigen, daB es zweckmaBig ist, GREENsche Funktionen vom 
gemischten Typ zu betrachten, die sowohl Fermi- als auch Bosz-Operatoren ent- 
halten: 


Peg.au(t — #) = (agg, 0(b) Balt); ata(t’))) (yn = —1), 
Vig. qn(t — t') = (ax_g,o(t)bt g(t); ago(t'))) (n = —1), (8,6) 
Gea. git — t’) = ((Gk-g, 0 (t) Aa (E) ; by (t’))) (7 = 1). 


Fir die Greenschen Funktionen (8,4) und (8,6) erhalten wir ein System exakt 
giiltiger Gleichungen: 


dG 
i 7 = =dt—?)+7,4, + onl gE -- Fine (8,7a) 
q 
.adG 
Der: = d(t— ft’) + Oa + & Aa Geg,t.47 (8,7b) 
ce Agee ‘ 
a q, = (T¢ te Wq) rae ai & Ag t \(Opagea, (Oe; a 655) by; Aja (t’))) a 


a Aa tea, o UH, —q, 6, Uk, 045 ko (t’ ys (8,7 ¢) 


kyo, 
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Rtas | 
jee a go) Thoa t 


is = Ag, ((Q-q-a1,0 (Bq, or Ong) OnE Aka (t'))>) — 


— 2 Ag (Un g,0 Gig, 0,4. 013 ho (t'))), (8,7) 
.aG,- 
v art aie = (7, ae fey Creed ae 

ar 2 Ay, (dig, Go Ay, o (bg, = bug.) by (t’))) aed 

- 2 Ag, (Qaim 0 (bg, a3 b= 77,) Ake by (¢’))). (8,7e) 


(Die drei letzten Gleichungen enthalten wegen g + 0 keine inhomogenen Teile.) 
Die Gleichungen (8,7) enthalten auBer den eingefiihrten GrrENschen Funktionen 
(8,4) bis (8,6) auch GreENsche Funktionen héherer Ordnung, fiir die man wieder 
Bewegungsgleichungen aufschreiben kénnte, und dieser ProzeB lieBe sich fort- 
setzen. Es ist bemerkenswert, daB die Energie allein durch die GreEnschen 
Funktionen (8,4) bis.(8,6) ausgedriickt wird. Entkoppelt man die Gleichungskette 
fiir die GREENschen Funktionen (8,7), indem man fiir die héheren GREENschen 
Funktionen irgendeine Approximation anwendet, so wird der dabei entstehende 
Fehler um so kleiner sein, je héher die Ordnung der GreENschen Funktionen ist, 
fiir die die Entkopplung vorgenommen wird. Es ist beispielsweise bekannt, daB 
in der klassischen Statistik die ziemlich grobe Approximation fiir die ternare 
Korrelationsfunktion einige Eigenschaften des fliissigen Zustandes naherungs- 
weise wiedergibt [48, 49]. Fiir Systeme mit direkter Wechselwirkung fiihrt die ein- 
fachste Entkopplung der Kette, bei der die zweite Korrelationsfunktion durch die 
ersten ausgedriickt wird, zur Hartren-Focox-Methode, die entsprechende 
Approximation fiir die dritte GrrENsche Funktion fiihrt, zu emer Verallgemeine- 
rung der Focxschen Methode [18]. 
Wir nehmen die einfachste Interpolationsentkopplung der héheren GrEENschen 
Funktionen vor, die in (8,7) eingehen, indem wir die méglichen Kontraktionen 
der Operatoren bilden, die sich auf einen und denselben Zeitpunkt beziehen: 
KGy-g-g,0(Og. + 09.) 8q3- Gtol(E))) = Sign Pg et — VY, 


ee 
(Gea, o Ce aU 01 3 ka (t’))) = Ox,-7 0-0, (1 — M—q) Gy (t — t’), 
— 


(ay q-as.0 (Bq, + OX 9.) B= 93 Aho (t'))) = Sapa(t + %q) Galt — €), (8,8) 
(Gig, ar, 1 (Bq, + Da a,)3 5G (E'))) = Sar-aMe-g Ga(t — t), 


‘a= (bqq); ny = (Aigo Ayo) - 


Die Approximation (8,8) ist ziemlich grob, und sie ist insbesondere nicht aus- 
reichend fiir die Beriicksichtigung der Elektronenkorrelation, die zum supra- 
leitenden Zustand fiihrt [30, 37] und fiir niedrige Temperaturen wesentlich ist?). 


1) ee ean mit dieser Methode Resultate der Theorie der Supraleitung erhalten, wenn man 
bei der Entkopplung der GrrENschen Funktionen in (8,8) auch Funktionen der Art ((a%o (t); 
a_k,-o(t’))), d. h. die Korrelation der Elektronen mit entgegengesetzten Impuls- und Spin- 


richtungen beriicksichtigt [64]. 
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Man kénnte auch fiir die GrrENschen Funktionen (8,8), ohne sie zu entkoppeln, 
Bewegungsgleichungen angeben und eine genaherte Entkopplung fiir die GREEN- 
schen Funktionen héherer Ordnung vornehmen, die in die Gleichungen eingehen. 
Wir werden nicht so vorgehen und uns auf die einfachste Naherung von (8,8) be-_ 
schranken, da sie ziemlich einfach ist und eine Reihe interessanter Higenschaften 
eines Systems wechselwirkender Teilchen wiedergibt. Mit Hilfe von (8,8) erhalten 
wir das genaherte Gleichungssystem fiir die GREENschen Funktionen 


iF oe) 4G + YAg(Deaaet Thao) ] 

ie = 6(¢—t') + w,Gy + 2 Aa Gia, t.0 

pSEeek <0 tod rage t Aq ti—m JG, (8,9) 
; AEE ak 208, oe Ty Be ae 


/dGe | 
7 a = (1. a Tie) Ce Nene = A, (Ny—-g — Nj) Ga J 


Wir bemerken, dah die ersten beiden Gleichungen dieses Systems jedoch exakt 
gelten. Das Gleichungssystem (8,9) ist eine abbrechende Kette von Gleichungen 
fiir die GREENschen Funktionen. Geht man mit 


G,(t) = [ G,(H)e## dB; G,(t) = f G@, (Bye dE, 


Pr-q,q.n(t) = ub Pea, 4 (Be dB, 


. (8,10) 
Ti-gqn(t) = [ Tha. qu(B)e™ dB, 


Gra, bq (t) = { Gag, k, q(E)e dE; 


—oco 


zu den Fourtmr-Komponenten der GrrENschen Funktionen iiber, so folgt aus den 
letzten drei Gleichungen des Systems (8,9) 


Ag(vg + 1 — mq) 


L-¢,¢,%(#) = jae te G,(#), 
nome | qd 
i A, (my-¢ + » 
Theos) = Nes aia, (8,11) 
i q 


, : A Ripe arnt 
Grae Ep a re 7 G,(E). 
) | 
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Die Gleichungen fiir @, (Z) und G,(Z) lauten 


: 1 — m- Ng + Y 1 
RT ae 4; | + ma ma + % mele 
j ~ : 1:5 RT HY Ay ea ag eee Gel) on 


(8,12) 


Th Se ee ee JS 
| a = ‘H—T,4+ 7, Ga(#) 22° 


Wir fiihren die Funktionen M/, (£) und P,(£) ein, die in Analogie zur Quanten- 
feldtheorie als Massen- bzw. Polarisationsoperator bezeichnet werden kénnen: 


Pea (a ys Meg + Y 
M,(B) = > ar) ee Ts. 
k( ) a poms toe, 
(8,13) 
2 Np me i 
P E = as 4 
a( ) Pa 7H — Ty, + Vr 
Ks gilt 
1 1 
G,(£) = 
«(Z) 2a HE — T). — M,(E)’ 
; (8,14) 
G, (EZ) = 


22 HE — w, — P,(L) 


Die GreeEnschen Einteilchenfunktionen fiir Fermionen und Bosonen werden also 
durch den Massen- und Polarisationsoperator ausgedriickt. 

Mit Hilfe der Greenschen Funktionen findet man auch die Korrelationsfunk- 
tionen 


(dite t') Axa(t)) = f Ie(o)e™-) dor, | 


Ps r (8,15) 
(Bj (t’)ba(t)) = f Tale dow, 
wobei J; und J, nach (3,25) aus den Beziehungen 
G,(@ + te) — G,(m — te) = —iJ, (a) (e + 1), (8,16) 
Gy(w + te) — Gy(w — ie) = —iJ,(w) (08 — 1). 


-folgen. Die Verteilungsfunktionen fiir Fermionen und Bosonen erhalt man aus 
(8,15) fart = ¢”: 


Ny, = [ I(o)do; = [ Jq(o) do. _ (8,17) 


Entwickelt man die Beziehungen (8,16) mit Hilfe von (8,14) und (8,13) unter Be- 
nutzung der symbolischen Identitat (3,29), so findet man 


M,(o + ie) = My(o) F ipx(o); Py(o 4 ie) = Py(w) F iyg(o) (8,19) 
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(w ist reell), wobei die reellen Funktionen 


Yg +1 — m~q Mt M-g + Yq }, 


o—Tyg—@ w-— Teg + Wy 


| My(o) = Py ail 


(8,20) 


2 N-q — 
BS AP ‘ 
P,() Ps qd ie We + fie 


Ye(o) = % DS) Ag {(rq@ + 1 — mq) 6(@ — Ty-g — @q) + 
q 


= (xq i Vq) 6(@ — Pigg a= Wq)} » 
yq(o) = 0D) Ag (m-q — My) 8(@ — Ty + Tia) 
k,o 


eingefihrt wurden. (P bedeutet, daB das entsprechende Integral im Sinne des 
Hauptwertes zu nehmen ist). 
Die Funktionen y,(w) und y,(@), die auch von der Temperatur abhangen, haben 
die Bedeutung von Dampfungen. Fiir g — 0 geht die Dampfung y, > 0. 

Aus den Beziehungen (8,19) folgt, daB die Grenzwerte des Massen- und Polari- 
sationsoperators M,(#) und P,(#) nicht tibereinstimmen, wenn das komplexe 
Argument # von oben bzw. von unten her gegen die reelle Achse strebt (+ ce + 0), 
weil ,() und yq(@) endlich sind. Folglich sind die Funktionen M(H) und P,(Z) 
auf der reellen Achse singular. 

Fiir die Spektralintensitaten J,(w) und J,(@) folgt 


Fhe x (@) (e® + 1) 
p(@ a {o — T, — M,(o)}? + yz(@)’ (8,21) 
Ile) “A 1 Yq(@) (Gao 1)= 5 


x {wo — wy — P,(o)}® + 72(0) ’ 
(Die Ausdriicke fiir M,, y, und J, wurden in der Arbeit [19] gewonnen.) Fir ,, 


7¥q > 0 streben die Spektralintensitiiten gegen d-artige Verteilungen. 
Fiir die Verteilungsfunktionen der Elektronen und der Phononen folgt 


a! velco) (e+ 1) 
ie a ii — 7 de, 


« — M,(o)P + y¢(o) 
(8,22) 


foe) 


i yal) (e8% — 1)-2 
= 5 do. 
A i {@ a Oq — def (@)}? Yq (@) Fa 


— oo 


Die Gleichungen (8,20) und (8,22) bilden ein vollsténdiges Gleichungssystem fiir 
die sechs Funktionen M,, Pg Ves Yqr My UN ¥¢. 

Wir gelangen so zu einem self-consistent-System nichtlinearer Gleichungen, was 
fiir die Approximation von der Art der Interpolationsentkopplungen der Ketten 
fiir die GrrENschen Funktionen auBerst charakteristisch ist. 

Im Grenzfall sehr schwacher Dimpfung besitzen die Funktionen (8,21) bei ge- 
wissen Werten w = %, @ =@ q Scharfe Maxima. Entwickelt man die Funktionen 
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M,,(@) und P,(o) in der Umgebung dieser Werte in Reihen nach w, so erhalt man, 
wenn man annimmt, daf sich-y,(w) und y (w) schwach dndern (ve (@) = V4, (Ex), 
%q(@) ~~ Yq (aq): 


{ dM, hae 
ie ve (0) nape ier Elid vn (ex) 
m {wo —T,— M,(o)}?+ yi(o) ~ 2 (Go = 8p)? 74 (Ey) 
IP, ange (8,23) 
il ¥_ (a) oS 1 ree Ga | Yq (@q) 
m {a — @q — Pa(w)}? + yq(w) ox (@ — @,)? + vq (@q) J 
wobei 
Zs 2 aM, = a 
=n |t— (FE) [ste =retoa [1 — Gale 
o=& 0 /w=bq 


dM, dP, 
( dw ers < e fale : 


die Rolle von Dampfungen spielen und &, und @, aus den transzendenten Glei- 
chungen 


& — T, — M,(%) =0; &,— 0, —P,(@,) = 0. (8,24) 


bestimmt werden. 
Ersetzt man in (8,23) bei sehr schwachen Dampfungen 7, und y, durch 6-Funk- 
tionen, so erhalt man 


dM a ' dP 
1 Ys el. | eae [ t. Cres 3(w — Gq) 


(s. (3,27)), und aus (8,22) folgt unter Vernachlassigung kleiner Terme fiir die Ver- 
teilungsfunktionen der Elektronen und Phononen 


my = (ec 4+ 1)-2, v9 = (ee — 1); (5 = 3) (8,25) 


Daher bedeuten é, und @, die Energien der Elementaranregungen von Elektronen 
und Phononen. 

Wie man aus (8,24) sieht, wird das Spektrum der Elementaranregungen, das von 
der Temperatur abhangt, durch den Realteil des Massenoperators der Elektronen 
und des Polarisationsoperators der Phononen bestimmt?). 

Die Gleichungen fiir die Elementaranregungen (8,24) kénnen mit Hilfe von (8,20) 
umgeformt werden: 


= eH”, + 1 — Np-q N-q a Vq 
Ex = Au, + da Aa { A = ’ 
— [7 = é, — Tig + w 
q Ek k-q Wg k k-q q (8,26) 
a Nn-q — Mk 
= Pos Ae ae : 
Og = Wy + Pa Pee Sip SSE 


(P bedeutet, da das Integral im Sinne des Hauptwertes zu nehmen ist.) 


1) Ahnliche Ergebnisse wurden in [47] im Falle T — 0 mit dem FrOuLICcHschen HAMILTON- 
Operator gewonnen. Uber den Hamitton-Operator mit direkter Wechselwirkung und von Null 
verschiedener Temperatur siehe [78]. 
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Die Gleichungen (8,22) fiir n, und , stellen Fermi- und Boseverteilungen dar, om 
infolge der Wechselwirkung ,,verschmiert sind. Die Breite des Gebietes, in dem | 
die Funktionen verschmiert sind, ist von der GréBenordnung der Dampfungen 7, 
und 7. Die Dampfung wird nach (8,19) durch die Imaginarteile des Massenopera- 

tors fiir Elektronen und des Polarisationsoperators fiir Phononen bestimmt. 

Aus dem betrachteten Beispiel ist zu entnehmen, daB der Begriff der Elementar- 

anregungen unter Vernachlassigung der Dampfung als Naherung Bedeutung be- 

sitzt. 

Die Singularitiiten der Grrenschen Funktionen (8,14), die auf der reellen Energie- 

achse liegen (ihre Existenz folgt aus (8,16), da die Spektralintensitaten (8,21) 

nicht identisch verschwinden), sind keine Pole. Man erkennt das mit Hilfe der 

Beziehungen (8,14) und (8,19), weil y, und y, nicht identisch verschwinden, d. h. 

Dampfung existiert. Folglich haben die Gremnschen Funktionen Verzweigungs- 

schnitte lings der reellen Achse. Nur die geniherten GREENschen Funktionen, in 

denen die Daimpfung vernachlassigt wird, besitzen Pole auf der reellen Achse, 

und diesen entspricht die Energie der Elementaranregungen (8,26). 

Die Greenschen Funktionen héherer Ordnung Iy~q, ¢,~(Z£), Via, ¢,0(E£); Gi-a, &, (EZ) 

besitzen in der betrachteten Naherung, die auf der Entkopplung der Funktionen 

(8,8) beruht, Pole bei H-Werten Tyg + og, Ty-q — @q Ty-q — T,. Fiihrt man die 

Entkopplung nicht fiir die GREENschen Funktionen (8,8), sondern fiir GREENsche 

Funktionen noch héherer Ordnung durch, so werden die FouRIER-Komponenten 

der Greenschen Funktionen (8,6) keine Pole besitzen, und es wird ebenso wie 

fiir die Greenschen Hinteilchenfunktionen Dampfung geben. 


8.2 Wechselwirkung von Elektronen mit dem Gitter 
in Halbleitern 


Die iiblichen Verfahren der Berechnung der elektrischen Leitfahigkeit, die von der 
Buiocuschen kinetischen Gleichung ausgehen, sind nur dann gerechtfertigt, wenn 
von ElektronenstéBen gesprochen werden kann, d.h. wenn die der mittleren 
freien Weglange der Elektronen entsprechende Zeit + bedeutend gréfRer als die 
Unbestimmtheiten wahrend der Stdf8e ist (d. h. tS h/kT) [58, 55]. Fiir Halb- 
leiter ist dieses Kriterium sehr schlecht erfiillt [58], so daB die kinetische Gleichung 
nur eine grobe Abschatzung liefert. 

Koun und Lurrinesr [60] untersuchten kiirzlich die Quantentheorie der elektri- 
schen Leitfihigkeit, ohne die Buocusche kinetische Gleichung zu benutzen. Sie 
lésten die Bewegungsgleichungen fiir die vollstandige Dichtematrix mit Hilfe der 
Stérungstheorie, in der die Daimpfung beriicksichtigt wurde. Van Hove [61] be- 
trachtete als erster Gleichungen fiir die Dichtematrix mit Beriicksichtigung der 
Dampfung. 

Wir beschreiben nun kurz die Methode zur Berechnung der elektrischen Leit- 
fahigkeit von Halbleitern mit Hilfe GRE=Nscher Funktionen. Bei Halbleitern kann 
man wegen der kleinen Elektronendichte von dem Modell eines Elektrons aus- 
gehen, das mit dem Phononenfeld wechselwirkt. In diesem Falle kann man auch 


den Haminron-Operator (8,1) verwenden mit der Zusatzbedingung, daB die Zahl 
der Elektronen gleich 1 ist: 


N= 2) GicOro = 1. (8,27) 
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Dabei ist zu beriicksichtigen, da® fiir beliebige Operatoren Ausdriicke der Form 
(Gio, «++ Akzo, 4q,0; +» Uq,0B) = 0, (8,28) 


fiir s > 1 oder r > 1 verschwinden, wodurch sich das Problem stark vereinfacht. 
Da nur ein Elektron betrachtet wird, kann man nicht eine groBe Grpgssche Ge- 
samtheit mit veranderlicher Teilchenzahl betrachten, sondern man mu8 eine 
kanonische Gesamtheit nehmen, in der die Teilchenzahl konstant ist. Deshalb 
bezeichnen wir in diesem Abschnitt mit (...) die Mittelung iiber die kanonische 
Gesamtheit. 

Wir betrachten die Wechselwirkung des Elektrons mit dem Phononenfeld fiir den 
Fall schwacher Kopplung. 

Wir fiihren GreENsche Funktionen ein, in denen die Operatoren A und B mit 
dem Gesamtteilchenzahloperator vertauschbar sind (7 = 1) 


Gp,po: gag ( cas. = (a, (t) (t) Ap, ot > ay, (t’) Ag, (t’))) ’ 
Gp.aps: gags ( ie = (as, (t) (t) t) Ap, (t); ay, Ay, (t Ae (8,29) 
Go.aps: ga, ( = = (Ap, ( t) ee t) Ap, (t) 3 as, ') Ag, (t ‘)) 


(Spinindizes werden fortgelassen) und schreiben fiir sie die Kette von Gleichungen 
auf: 


a : = O(t — t’) dp.-9,5p.-g.(Mp. — Mp.) + (Lp, — Tp.) Go.n2: 9.0 + 
Ay Dy A,(G PiqD23 Jugr a Goyaps: gag) pe Ag (Gp,aps; 95: =F Goseps; 9201) » 


—Ps—-—i= ae 
eo (8,30a) 


a 4 Grams: asa. ae O(t oe t’) {Op.-g2 a) (ap, bg, om Op.-a (@g,bg4p,) - (T», ie T'», T 4) x 


dt 
x Gp,.qps3 921 — pay Ag, (ak (bq, <i bt a) b gp» ? Ay, (t ') Ag, (t 0), + 
ky-Mm=H 
aie > Ay, ((ap, 0g Ak, (bq 2 Deg): ay, (t’) Ag, (t’))) ? E (8,30 b) 
D2—-h =u 


a 4 Caps: oa a =6 (t at t’) {by,-9,( Up, 0 q%g,) md Opp. (ap, bt gQp,)} me (Zp, 7 T'», hai Wq) x 


dt 
x Gamuaga. =. Ay, ((aR, (6 N St bt m) 0 DeMy,3 ay, (t ‘) Gg, (¢ ‘’)y) ae 
—M=4 
nr agesen en + Big) O,; %, (t) a, (#')))- (8,30) 
D2—-h =H 


Im Falle kleiner Elektronendichte kann man die Riickwirkung der Elektronen 
auf das Gitter vernachlassigen und annechmen, daf die mittleren Besetzungszahlen 


fiir die Phononen des Gitters 
1 
Vq — (b7 bq) = (1 — ePmq)-1 (3 = ) 


23 Zeitschrift ,,Fortschritte der Physik** 


324 D. N. ZuBAREV 


dieselben wie ohne Elektronen sind. Wir entkoppeln die GREENschen Funktionen, 
indem wir die zu gleichen Zeiten gehérigen Operatoren b, kontrahieren: 


((ap, (bq, + = a,) bg %p,3 ag, (t') Ag,(t'))) = Yq Gpip a; o29%a+a> 
((ap, 54 (bq, =u b> 4.) Ups > Ag, (t’) Ag, (t’))) ag (1 ai Yq) Gorpe; go Og+ar° 
Aus den Gleichungen (8,30b) und (8,30c) resultieren dann die Gleichungen 


(8,31) 


il 
{H “3 T'p, “J Ty, -a Wg} Grapes gon (£) = on {(Qp, bq Mg.) Op.—g2 = (aq,bq%p,) bg.-pi} Aig 


a A, {(1 ate Yq) Gorpetas gon (Z) = VqGp,—a,023 gah (£)}, (8,32) 
1 ; 
{# 4 Ty, a Ty, a Og} Goan; 9s (L) = Oe {(ap, 07 gg.) Op.-9s ois, 


roll (aq,0~ q4p.) Og.-p:s = Ag {Yq Gp, potai900: (£) in (1 at Yq) Gp-4, 2; 9291 (£)} ? 


fiir die FourinR-Komponenten der GRrENschen Funktionen. Die Mittelwerte der 
Produkte dreier Operatoren von der Form (a;b,a,) lassen sich leicht berechnen, 
wenn man beriicksichtigt, daB 


d 
gp (tt) alt) ag (t)) = 0 


gilt und diese Beziehung mit Hilfe der Bewegungsgleichung (8,3) in derselben 
Naherung wie (8,34) unter Beachtung von (8,28) entwickelt. Man erhalt 


Ag {Pq %q, — (Pq + 1) Mh 


as 
Op Oyen) = = 
( DPivq > 1 ae; fips =e Wg Di-9i—-? 


Aq{(1 + 4) tp, — YM} sie 
en ee eS 


Gt Og 


Op.-gi-4 ‘ 


Diese Ausdriicke enthalten neben dem als klein vorausgesetzten A, den Faktor ny, 
und daher sind diese Terme in unserem Falle geringer Elektronendichte klein, 
so daB man die beiden ersten Terme in (8,32) in erster Naherung vernachlassigen 
kann. Schreibt man (8,30a) fiir die FourtER-Komponenten und setzt in die daraus 
resultierende Gleichung die Ausdriicke (8,32) ein, so erhalt man unter Beriick- 
sichtigung der gemachten Vernachlassigungen eine Integralgleichung fiir die 
Funktion Gp,p,; 9.9, (EL): 


1ty 
I eel apelin ei W.3) B ai| ; ie 
Pp p DiP23 929 2 q EET, = Tag — Oy 
Vq 4 Vq aie 1+», e 
He Dy, = Lyseg ie HT yg — Uni Oy E + Tog — Tp, + 
1+y» 
x Croan — 3 43{ "4 a q 
PiP23 929 m q Ea Te oe BaeT, = Te a 
1+y i 
se a jute ee epee iver 
ne Ma Meme Ge i, SET Goo.sa, pets 920: 


1 
= on (Np, ex Np,) On.-92 Opp (8,34) 
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Es ist leicht, auch die Terme (8,33) zu beriicksichtigen; sie liefern auf der rechten 
Seite von (8,34) einen zusatzlichen inhomogenen Term von héherer Ordnung als 
der aufgeschriebene. 

Die Gleichung (8,34) nimmt fiir EH > +L ie 0 die Form 1) einer kinetischen Glei- 
chung an, wovon man sich sofort iiberzeugt, wenn man die Ausdriicke im Integral 
mit Hilfe von (3,29) transformiert. Die Terme, die den im Sinne des Hauptwertes 
zu nehmenden Integralen entsprechen, kompensieren sich dabei. Ubrig bleiben 
Terme mit 6-Funktionen, die den Energieerhaltungssatz beim Sto® ausdriicken. 
Nimmt man an, da8 die Lésung der Gleichungen von der Art (8,34) bekannt ist, 
so kann man aus (4,26) den Tensor der elektrischen Leitfahigkeit berechnen. 
Wesentlich ist die Bemerkung, daf wir dabei nicht die kinetische Gleichung 
benutzen, die im vorliegenden Fall méglicherweise nicht anwendbar ist. 


- § 9. SchluBfolgerungen 


1. Zweizeitige (retardierte oder avancierte) GREENsche Funktionen eignen sich 
fiir Untersuchungen iiber ein aus einer grofen Zahl wechselwirkender Teilchen 
bestehendes System. Dies hangt mit der Méglichkeit der analytischen Fortsetzung 
in die komplexe Ebene zusammen. Die GrrENschen Funktionen sind in der 
gesamten komplexen Energieebene analytisch, besitzen aber auf der reellen Achse 
im allgemeinen Verzweigungsschnitte (§ 3). 
2. Die GrrEnschen Funktionen geniigen einem System gekoppelter Gleichungen, 
in die nur zweizeitige Funktionen eingehen (§ 2). Spektraltheoreme gestatten es, 
Randbedingungen fiir diese Gleichungen zu formulieren (§ 3). Die Entkopplung 
des Gleichungssystems mit Hilfe irgendeiner Approximation (s. z. B. §§ 6—8). 
_ gestattet es, ein vollstandiges System von Gleichungen fiir die GRrENschen Funk- 
tionen zu erhalten, mit dessen Losung die thermodynamischen Funktionen des 
Systems berechnet werden kénnen. 
3. GrEENsche Funktionen kénnen auch mit Erfolg bei Untersuchungen iiber die 
Kinetik von Prozessen verwendet werden, die bei schwachem Nichtgleichgewicht 
ablaufen. Die kinetischen Koeffizienten werden durch die FourrER-Komponenten 
der fiir den Zustand des statistischen Gleichgewichts berechneten retardierten 
GREENschen Funktion ausgedriickt (§ 4). 
4. Die betrachteten Beispiele kénnen in drei Gruppen eingeteilt werden [ideale 
Systeme (§ 5), Modellsysteme mit Wechselwirkung (§ 6) und reale Systeme mit 
Wechselwirkung (§§ 7—8)]. 
Fiir ideale Systeme (ideales Fermi- oder Boss-Gas) besitzen die GREENschen 
Funktionen Pole auf der reellen Achse. Das Spektrum der Elementaranregungen 
stimmt mit den Polen der GreEnschen Einteilchenfunktion tiberein, Dimpfung 
ist nicht vorhanden, und die zeitabhangigen Korrelationsfunktionen oszillieren 
fiir |t/— t|-—> oo. Wenn man voraussetzt, dafS es im idealen Gas unendlich 
schwache Wechselwirkung gibt (das ist fiir die Einstellung des statistischen Gleich- 
gewichts erforderlich), so darf man annehmen, daB das ideale Gas eine unendlich 
kleine Dampfung besitzt. 
Fiir die Modellsysteme mit Wechselwirkung (§ 6) besitzen die GReEENschen Funk- 
tionen Pole auf der reellen Achse. Das Spektrum der Elementaranregungen 
(temperaturabhangig) entspricht den Polen der GreEenschen Einteilchenfunk- 


1) Der Zusammenhang zwischen Paar-Verteilungsfunktion und kinetischer Gleichung gilt auch 
fiir ein nichtideales Fermi-Gas [14]. 
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ch cee 


tion. Dampfung tritt nicht auf (genauer, sie ist asymptotisch klein bei V — ov, — 


V|N = const). Die zeitabhingigen Korrelationsfunktionen oszillieren fiir |t’ — ¢] 
—> co mit asymptotisch kleiner Dampfung. 

Fiir reale Systeme mit Wechselwirkung besitzen die GreeNschen Funktionen 
Verzweigungsschnitte langs der reellen Achse und nur in erster Naherung Pole. 


Die Dimpfung ist endlich. Wenn man die Dimpfung vernachlassigt, besitzen die 


genaherten GreENschen Funktionen Pole, die man mit den Energien der Ele- 
mentaranregungen (temperaturabhangig) identifizieren kann. Daher hat die 
Energie der Elementaranregungen nur bei Vernachlassigung der Dampfung eine 


definierte Bedeutung. Die zeitabhingigen Korrelationsfunktionen oszillieren fiir — 


|t’ — t| + co mit endlicher Dampfung. Die aufgezahlten Eigenschaften sind in der 
Tabelle zusammengestellt. : 


Man darf erwarten, da® die Eigenschaften der GreENschen Funktionen, die wir | 


an Beispielen erlauterten, auch fiir andere in der statistischen Mechanik unter- 


suchte Systeme zutreffen. 


Singularitaéten der 
GrReEENschen Funktion 


Ubersetzt von JuRGEN BURMEISTER 


Eigenschaften statistischer Systeme 


Ideale Systeme 
Analytisch in 


Pole auf der reellen 
Energieachse 


Modellsysteme 


Reale Systeme 


der oberen und unteren Energiehalbebene 


Pole auf der reellen 
Energieachse 


Verzweigungsschnitt 
langs der reellen 
Energieachse 


Spektrum der Elemen- 
taranregungen 


Mit den Polen der 
GREENSchen Hin- 
teilchenfunktion 
tibereinstimmend 


Mit den Polen der 
GREENschen Ein- 
teilchenfunktion 
ubereinstimmend 
und im allge- 
meinen tempera- 
turabhangig 


In erster Naherung mit 


den Polen der GREEN- 
schen Funktionen 
ubereinstimmend. In 


héherer Naherung tre- — 


ten keine Pole auf, 
und das Spektrum ist 
bis auf die Dampfung 
genau bestimmt. 


Dampfung 


Nicht vorhanden 


Nicht vorhanden 


(genauer: asymp- 
totisch klein) 


Endliche Dampfung 


Verhalten der zeitab- 
hangigen Korrela- 
tionsfunktionen fiir 
|t’/— t| +c 


Oszillierend 


Mit asymptotisch 
kleiner Dampfung 
oszillierend 
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Der Méssbauereffekt') 
F. L. Sarrmo 


1. Die klassische Theorie des Méssbauereffekts 


Wie MossBavurr zeigte [1], enthalt das Emissionsspektrum der y-Strahlung 
angeregter Kerne, die in einem Festkérper gebunden sind, zwei Komponenten: 
a) Eine Komponente mit natiirlicher Linienbreite und einer Energie, die gleich der 
Ubergangsenergie H ist, und 
b) eine Komponente mit sehr viel gréBerer Linienbreite von der GrdBenordnung 
Evie (v ist die mittlere thermische Geschwindigkeit des emittierenden Kerns), die 
um die GréBe R gegen die Ubergangsenergie verschoben ist, wobei R = H?/2Mc? 
die RiickstoBenergie ist, die bei der Emission eines Quants durch einen unge- 
bundenen, nicht bewegten Kern der Masse MV entsteht. 
Diese Komponenten sind auch im Absorptionsspektrum der entsprechenden nicht 
angeregten Kerne enthalten. Die Komponente mit der natiirlichen Breite werden 
- wir im folgenden als MOssBaveEr-Linie bezeichnen. 
In der Quantentheorie [1] entspricht die M6sspaveEr-Linie der Emission (oder 
Absorption) von y-Quanten, die auf den ganzen Kristall bezogen elastisch erfolgt, 
d.h. ohne Anderung des Quantenzustandes des Kristalls oder, mit anderen 
Worten, ohne Emission oder Absorption von Phononen. Es zeigt sich jedoch, dal 
die Existenz der MOssBpaueER-Linie ein rein klassischer Effekt ist, der auch ohne 
Zuhilfenahme der Quantentheorie quantitativ erklart werden kann [2]. 
Vom klassichen Standpunkt aus betrachtet, rufen die thermischen Schwingungen 
des emittierenden Atoms infolge des Dopplereffektes eine Phasenmodulation, 
oder, was gleichbedeutend ist, eine Frequenzmodulation der y-Strahlung hervor. 
Im Strahlungsspektrum entsteht dabei eine groBe Anzahl von Nebenlinien, neben 
denen stets auch eine zentrale nichtverschobene Komponente (ungestorter 
Frequenz) auftritt, die ebenfalls eine MOsspaveR-Linie ist. Wir bestimmen im 
folgenden die Intensitaét dieser Komponente. 
Die Projektion der Geschwindigkeit des emittierenden Atoms auf die Beob- 
achtungsrichtung sei w(t). Unter Beriicksichtigung des linearen Dopplereffektes 
~ betragt die Phase der Welle im Laborsystem 


p(t) = [ (: Se ) dt = Wot + aes 


C 


1) Uberarbeiteter Text eines Vortrages, der auf der zweiten Allunionskonferenz iiber Kern- 
reaktionen bei niederen und mittleren Energien (Juli 1960) gehalten wurde; Uspechi fiz. 
Nauk 72, 685 (1960). — Der Bericht stellt neuere Ergebnisse und Entwicklungen dar; fiir eine 
Darstellung des Méssbauereffektes selbst siehe z. B. I. Y. KRAusE und G. Lipmrs, Natur- 
wissensch. 47, 532 (1960) (Anm. d. dtsch. Red.). 


i i = i duzierte Wellenlainge und | 
b die Frequenz der y-Strahlung, 4 c/o ihre re \ 
z(t) dev anehienine des Atoms gegen die Gleichgewichtslage in der Beobach- 
tungsrichtung bedeuten. ; 
Durch eine Rare cnirekiene von a(t) nach Eigenfrequenzen der Festk6rper- 
schwingungen folgt fiir die Feldstarke der Welle 
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6 = e¥O = exp fiont +i> = sin (22, ¢ = a}. 
m 
Mit der in der Theorie der Bessrt-Funktionen bekannten Beziehung 


: foe} 
eizsin 6 >> J (2) end 
nN = —co 


ergibt sich 


Mm w= —CcOo 


é= er Mot I] s Af (=| ei 2(Qnt+ Om) , (1) 


Der allgemeine Term in (1) entspricht einer Strahlung mit der Frequenz 
Wy + >) %mQm- Die nicht verschobene Frequenz liefert der Term 6) = e’%! 


TT (cigff) sowie die Terme, fiir die })n,2,, = 0 gilt. In den praktisch inter- 


m 
Benner Fallen, in denen die Intensitat der MOssBausER-Linie nicht sehr klein ist, 
kann man die zuletzt genannten Terme vernachlassigen, da ihre Zahl klein gegen 
die Gesamtzahl der Nebenlinien ist. 
Die Intensitat der M6sspaver-Linie betragt also 


vgs 2 (Um 
f= (6 = (F). 


Da die Zahl der Faktoren sehr groB und jede der GroBen J, (x,,/4) nahezu gleich 1 ist, 
kann man J9(%,/4) = 1 — a;,/42? setzen. Es folgt 


1 ‘ a 
nh apibgs eel inte; (2) 
wobei 2? = 4 >a die mittlere quadratische Abweichung des Gitteratoms von 


der Gleichgewichtslage (in der Beobachtungsrichtung) ist. 

Aus (2) folgt, daB die Mosspavunr-Linie stark ausgepragt ist, wenn die Schwin- 
gungsamplitude der Gitteratome nicht groB gegen die Wellenlange der -Strahlung 
ist. Die Bedeutung dieser Bedingung wird klar, wenn man an den von Frank [3] 
in der Theorie des Dopplereffektes benutzten Zugang denkt. Man kann die 
Strahlung des Atoms als Uberlagerung von Lichtimpulsen auffassen, die wahrend 
aufeinanderfolgender Zeitintervalle dt; ausgesendet werden. Sie spektrale Zer- 
legung eines einzelnen Impulses entspricht einem kontinuierlichen Spektrum 
(d. h. es enthalt alle Frequenzen). Die Phasenverhaltnisse in den spektralen Zer- 
legungen fiir einen unbewegten Emitter sind derart, daB Wellen mit Frequenzen 
® == @) einander ausléschen und Wellen mit der Frequenz «, sich verstarken. 
Wenn der Emitter mit einer gegen die Wellenlinge 4 der Strahlung kleinen 
Amplitude schwingt (« < 2), sind die Phasenverschiebungen geringfiigig, und die 
Intensitat der Komponente mit der Frequenz , nimmt ebenfalls unbedeutend ab. 
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Fir x > 1/2 beginnen jedoch die Wellen mit der Frequenz wy einander aus- 
zuloschen, und die Intensitaét der Komponente mit Wo fallt stark ab. 
Fir einen Oszillator mit der Eigenfrequenz Q sind die mittlere quadratische Ver- 
schiebung und die Energie U bekanntlich durch die Beziehung 

"= ifn y 


miteinander verkniipft. Die mittlere Energie des Oszillators wiederum ist be- 
stimmt durch den Ausdruck . 


ae 1 1 
T=i0(5 ! aaa (4) 


Kombiniert man (3) und (4) miteinander und setzt das Ergebnis nach Mittelung 
uber das Schwingungsspektrum des Festkérpers in (2) ein, so folgt 


vat d hae ie 1 7(Q) do 


0 


wobei 7’ die absolute Temperatur und /(2) das auf 1 normierte Spektrum der 
Eigenfrequenzen des Festkérpers sind. 
In Desyescher Naherung gilt 
h\3 Q2 
(G2) aes (;,) ra fir AL ko-f{(Oy= 0— fir kO > ke 


(6 ist die DeByE-Temperatur). Setzt man diesen Ausdruck in (5) ein, so gelangt 
man zur Formel (1) aus dem Bericht von MOosspavErR. Die Ergebnisse der klas- 
sischen und quantentheoretischen Rechnungen stimmen also genau tiberein. 

Der Ausdruck fiir f ist im wesentlichen ein Spezialfall des sogenannten ther- 
mischen Faktors von Drpyn-WatLteER, der den EinfluB der Schwingungen der 
Gitteratome auf die Intensitaét der koharenten Bracaschen Streuung von Rontgen- 
strahlen beriicksichtigt [4]. Diese Ubereinstimmung ist der Ausdruck fiir eine 
beiden Erscheinungen gemeinsame Higenschaft: Sowohl der Mosspavuer-Effekt 
als auch die Bracasche Streuung liefern eine nicht verschobene Komponente im 
Spektrum der Strahlungsfrequenzen, die durch die Schwingungen des Gitter- 
atoms moduliert werden. Im ersten Fall wird von denSchwingungen des emittieren- 
den Atoms und im zweiten Fall von denen des streuenden Atoms gesprochen. 
Bekanntlich kénnen viele Stoffe, insbesondere solche ohne kubische Symmetrie, 
_nicht durch eine bestimmte Desye-Temperatur charakterisiert werden [5]. Diese 
Tatsache hat zur Folge, da die Abschatzung der Intensitat der MOssBavER- 
Linie aus den Beziehungen, die fiir das DEByEsche Modell gewonnen wurden, sehr 
ungenau ist. KazarNnovskis gelang es, die Intensitaét der MOossBaveER-Linie 
direkt durch ein Temperaturintegral iiber die Warmekapazitaét des Gitters C; 
auszudriicken [6]. Fir 7 = 0 (oder T <6) gilt 


[oe] 


BE? dT 
LT Sareea 7° 6) 


0 
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Die Beziehungen von KazARNovsKIJ eignen sich sehr gut fiir Vergleiche zwischen 
den experimentellen und theoretischen Daten. Allerdings gelten sie streng nur far 
einatomige Kristalle mit kubischer Symmetrie, fir die man sie kaum benotigt. 


2. Der Einflu8 des quadratischen Dopplereffekts 


Pounp und ReBKA [7] beobachteten eine Abhangigkeit der Frequenz der Moss- 

BAUER-Linie von der Temperatur der Quelle (oder des Absorbers). Sie zeigten, dab 

diese Erscheinung auf den Dopplereffekt zweiter Ordnung in der thermischen 
Geschwindigkeit, den wir oben vernachlassigten, zuruckzufiihren ist. 

Die exakte relativistische Formel fiir den Dopplereffekt lautet bekanntlich 


peepee 


wobei die Geschwindigkeit v des Emitters und die Projektion wu der Geschwindig- 

keit auf die Beobachtungsrichtung im Laborsystem zum Zeitpunkt + der Emission 

zu nehmen sind, der mit dem Zeitpunkt ¢ der Beobachtung durch die Beziehung 
je X — x(t) (7) 

¢ 

verkniipft ist. Dabei ist X der Abstand zwischen dem Beobachtungspunkt und 

der Gleichgewichtslage des Emitters. (Es wird angenommen, daf dieser Abstand 

groB gegen die Schwingungsamplitude des Emitters ist.) 

Die Frequenz w, der MOssBavER-Linie ist gleich der konstanten Komponente von 

w(t), wahrend die variable Komponente von w(t) wie oben gezeigt wurde, ihre 

Intensitaét bestimmt. Es gilt 


. =e 
mad yer V1 — v2(r)/c? dt ve 
x= 7 foot fe permeate qq Ut © 0 By (8) 
0 x 


da wegen (7) dt/dt = 1 — w(r)/c und (fiir ein Atom im Festkérper) (t, — 1,)/ 
T—>1 fir T>oo. 

Die Beziehung (8) driickt gerade das relativistische ,,Uhrenparadoxon“ aus: 
Bewegte Uhren gehen um den Faktor /1 — v?/c? & 1 — v2/2c? langsamer als die 
Beobachteruhr. Dieses Ergebnis kann man auch mit Hilfe energetischer Uber- 
legungen erhalten [2, 8]. Tatsachlich wird der RiickstoBimpuls beim MéssBavER- 
Effekt dem Kristall als ganzem mitgeteilt, d.h. der Impuls p des emittierenden 
Atoms andert sich nicht. Da aber die Masse des emittierenden Atoms um 
AM = E/c? abnimmt, wachst seine mittlere kinetische Energie p?/2M um 
p? AM/2M? = Ev*/2c?, Entsprechend wird die Energie des emittierten y-Quants 
um den Faktor 1 — v?/2c? kleiner als die Ubergangsenergie E sein. 

Differenziert man (8) nach der Temperatur und beriicksichtigt, da die Warme- 
kapazitét des Gitters Cy, =du/dT (mit wu = Mv?) ist, so erhalt man die von 
Pound und ResKa angegebene Beziehung 


do, Gis 


aT @o 2M c2~ (9) 
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‘Bisher setzten wir voraus, daB die Schwingungen die Frequenz der y-Strahlung 
im Koordinatensystem des emittierenden Kerns nicht beeinflussen. Tatsachlich 
fiihrt eine Verschiebung des Atoms von der Gleichgewichtslage zur Anderung der 
Konfiguration der Elektronenhiille und folglich zur Anderung der Energie der 
Wechselwirkung der Hiille mit dem Kern!), Die Anderung ist fiir einen angeregten 
und den Grundzustand des Kerns unterschiedlich, und die Differenz auBert sich 
in der Energie des y-Quants. Diese Frage wird in der Arbeit von Dzus und 
LuBGENKO [9] im einzelnen untersucht. 

Die GréBenordnung der Differenz kann mit Hilfe der verfiigbaren Daten iiber die 
Isomerieverschiebung abgeschatzt werden, d. h. aus der Energieverschiebung der 
optischen Ubergange fiir den Grund- und isomeren Zustand eines Kerns [10]. 
GréBenordnungsmakig betragt die Isomerieverschiebung Eysom ~ 10-* eV. Die 
relative Anderung der Isomerieverschiebung bei der Auslenkung des Atoms kann 
gleich der relativen Anderung der Energie eines Elektroneniiberganges angenom- 
men werden, d. h. gleich der Breite einer optischen Linie im Kristall: 


ALE opt 
E. opt 


AB rein — iyees ~ 10-3 -10-§ ~ 10-° eVs 


Da die Amplitude der Auslenkung bei der Erhitzung der Probe zunimmt, muB der 
betrachtete Effekt dazu fiihren, da die Lage der Resonanzlinie von der Tempera- 
tur abhangt. Die gute Ubereinstimmung der experimentellen Daten [7] fiir Fe5? 
mit den theoretischen, die sich bei alleiniger Berticksichtigung des quadratischen 
Dopplereffektes ergeben, zeigt, daf8 die Anderung der Isomerieverschiebung fiir 
Fe*’ unbedeutend ist?). 


3. Der Méssbauereffekt fiir Beimischungen 


Der iiberwiegende Anteil der normalen Gitterschwingungen wird durch Wellen- 
langen charakterisiert, die bedeutend gréfer als die Abmessungen einer Elementar- 
zelle des Gitters sind. Bei solchen Schwingungen sind die Verschiebungen eines 
Atoms gegeniiber den nachsten Nachbarn klein gegen die Amplitude der Ver- 
schiebung beziiglich der Gleichgewichtslage, d. h. eine groBe Anzahl von Atomen 
schwingt praktisch gemeinsam. Daher wird der dynamische Charakter_ der 
Schwingungen nur unwesentlich beeinfluBt, wenn man ein Gitteratom (Masse M,) 
‘durch ein anderes Atom mit der Masse M ersetzt, und die Verschiebungen des 
Fremdatoms werden sich nur geringfiigig von den Verschiebungen der Gitter- 
atome unterscheiden. Ausnahmen bilden nur hochfrequente Schwingungen, die 
mit bedeutenden Verschiebungen des Atoms M gegeniiber seinen Nachbarn ver- 
bunden sind. Diese hochfrequenten Schwingungen ergeben einen sehr kleinen 


~ Beitrag zum mittleren Verschiebungsquadrat a2 (fiir einen einzelnen Oszillator 


gilt a2, ~ 1/Q,,). Aus diesem Grunde muf die Intensitat der MossBaveEr-Linie 
in der Strahlung eines Fremdatoms fast so gro sein wie in dem Falle, daf ein 


1) Die Energieanderung des Kerns infolge der veranderten Polarisation, die unter der Wir- 
kung der die Schwingungen hervorrufenden Krafte entsteht, ist vernachlassigbar Klein, ; 

2) Die Frequenzanderung AF {som/h fiihrt zu einer Phasenverschiebung der emittierten W ou 
um ~ALEjsomT/h, wobei T ~ h/kO die Schwingungsperiode des Festkorpers ist. Diese Ver- 
schiebung ist sehr klein gegen 1 und hat daher praktisch keinen Kinflu8 auf die Intensitat der 


MOssBaAvER-Linie. 
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Gitteratom y-Strahlen mit derselben Wellenlange emittiert. Das bedeutet, daB 
im Falle des Framdatoms im Ausdruck (5) die Atommasse und das Schwingungs- — 
spektrum einzusetzen sind, die das Gitter, in das das Fremdatom eingefiigt wurde, 
charakterisieren. Fiir einen Desye-Kristall mit der Depyx-Temperatur 0 wird 
bei T <6 fiir die Strahlung des Atoms M gelten 


3H? 


A eee (10) 
4 M,c*ké 


Inf & 


wahrend fiir einen Kristall mit derselben DepyE-Temperatur, der ganz aus ~ 
Atomen M aufgebaut ist, gilt 


3H? 


DD | ae ea 


(11) 


Wie man aus (10) sieht, wird die Intensitaét der MOsspaurr-Linie im Falle eines 
Fremdatoms nicht durch den RiickstoB des emittierenden Atoms bestimmt. 

Die oben durchgefiihrten Uberlegungen wurden bisher nicht durch Experimente 
oder genaue Rechnungen kontrolliert. Sie kénnen fiir die Beobachtung des 
MosspaveErR-Effekts an Kernen mit kleinen und mittleren Massenzahlen prak- 
tisch von Bedeutung sein [11]. Beispielsweise muB die Intensitat der MOssBAUER- 
Linie von Zn®? in metallischem Zink (6 = 213°K) fir T<0 gleich f=0,4% 
sein. Wenn man Zn*’ als kleine Beimischung in ein Gitter mit derselben DEBYE- 
Temperatur und Atomen der Masse 200 einfiihrt, so sollte die GroBe f gemaB (10) 
etwa um das 40fache zunehmen. Es ist dabei zu beachten, daB die Frequenz der 
Resonanzemission des Atoms von den Kristall- und chemischen Eigenschaften 
der Umgebung abhangt (s. (8) sowie [12)). 

Im Falle eines komplizierten Gitters, das Atome mehrerer Sorten enthalt, 
bewegen sich die Atome einer Zelle bei den Gitterschwingungen praktisch ge- 
meinsam. Das trifft nicht fiir den hochfrequenten Teil der optischen Zweige des 
Schwingungsspektrums zu, fiir die die Verschiebungen der Atome einer Zelle 
verschieden sind. Lat man diesen Umstand unberiicksichtigt, so hat man, wie 
man sofort erkennt, bei der Berechnung der Intensitaét der M6sspaunr-Linie 
die Masse einzusetzen, die sich durch Mittelung iiber alle Massen einer Zelle 
ergibt. Jedoch ist es keinesfalls sicher, daB diese Naherung zulassig ist. Das 
Problem bedarf weiterer Untersuchungen. 


4. Koharente Effekte 


In der Arbeit [13] von Popgoreckiy und Roszen wird darauf hingewiesen, 
da®B der Mosspaurr-Effekt eine Wanderung der Anregung zwischen identischen 
Kernen ermdglicht, was den Charakter der Strahlung beeinfluBt. In der Arbeit 
werden klassisch die Falle eines zweiatomigen Molekiils und einer langen linearen 
Kette von Atomen betrachtet. Im Falle der Kette hangen die Frequenz der 
Strahlung und die Dimpfung vom Winkel zwischen Strahlrichtung und Ketten- 
achse ab. Die Frequenzverschiebung ist, in natiirlichen Linienbreiten gemessen, 
gleich 3A/16a (mit Ausnahme bestimmter Winkel), wahrend die relative Ande- 
rung der Dampfung (auf den freien Kern bezogen) bis 3//8a ausmacht, wobei 2 
die Wellenlinge und a der Abstand zwischen den Atomen in der Kette sind. 
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Die Autoren weisen darauf hin, da analoge Erscheinungen in Kristallen beob- 
achtet werden miissen. Diese Effekte konnen nur dann groB werden, wenn es sich 
um Praparate handelt, die aus einem Isotop bestehen, und wenn die Intensitit 
der MOsspaveR-Linie nahezu gleich 1 ist. 


5. Das Spektrum der y-Strahlung gasférmiger und fitissiger Quellen 


Da die Verschiebung eines diffundierenden Atoms in einer Flissigkeit oder 
einem komprimierten Gas wahrend der Lebensdauer eines angeregten Kerns klein 
ist, kann man danach fragen, ob auch in diesen Medien eine schmale y-Linie ent- 
stehen kann. Diese Frage wurde (im wesentlichen klassisch) in der Arbeit [14] 
von PopeorEcKIs und SrePANoy untersucht. Diese Autoren benutzten fiir die 
Beschreibung der Bewegung des diffundierenden Atoms die Lancrvrysche Formel 
und erhielten fiir die Form der Emissionslinie den Ausdruck 


I(w) ~ Re | dtexp [ite — @)t — Ae — (yt —1 + ee) =: (12) 
a Y] 


Dabei bedeuten w, die Frequenz, mit der ein fester Kern emittiert, y = Ih 
die Zerfallskonstante des angeregten Zustandes, D den Diffusionskoeffizienten 
mnd 7 = kT/MD. 

Fir D/7/? ~ (1/2)? > 1 (list die mittlere freie Weglange zwischen den St6Ben) 
gehen in (12) nur kleine Werte von 7¢ wesentlich ein, und der letzte Term im 
Exponenten in (12) wird Dy#?/2/7?._ Das Spektrum besitzt in diesem Falle eine 
Dorrier-Form mit der Halbwertsbreite von groBenordnungsmabig wyv/e = v//, 
wobei v die mittlere thermische Geschwindigkeit ist (vorausgesetzt wird 
y <wpvic). Im entgegengesetzten Fall (D/n2? ~ (I/A)? <1) sind in (12) groBe 
Werte von 7t wesentlich, und der letzte Term im Exponenten kann gleich Dt//? 
gesetzt werden. Die Linie nimmt die LorentTz-Form 


(aw) ~ 1/[(c — 9)? + (y/2 + D/A”)? (13) 


mit der Breite y/2 + D//? an. 

Wegen D//? ~ v// - 1/2 folgt, daB die Breite des Spektrums in dem Gebiet, in 
dem (13) gilt, viel kleiner als die DoprLer-Breite v// ist. Fir 10 keV-y-Strahlung 
und einen Diffusionskoeffizienten von 10-* cm?/s (fliissiges Blei) betragt die zu- 
sitzliche Breite h D//? ~ 10-% eV; sie ist also immer noch grofB gegen die natiir- 
liche Linienbreite der y-Linie. 
Lrexry [15] gewann eine Summenregel, nach der die mittlere Energie der Emis- 
_sionslinie stets um die RiickstoBenergie R kleiner als die Linie des y-Uberganges 
ist. Im Festkérper wird die Erfiillung der Summenregel bei Vorhandensein einer 
nicht verschobenen Linie durch die Verschiebung der DoppLer-Komponente des 
Spektrums gewihrleistet. Nach der klassischen Theorie besteht das Emissions- 
spektrum fiir Fliissigkeiten oder Gase aus einer Linie, deren Zentrum der Uber- 
gangsfrequenz entspricht. Fiir # — 0 wird das Verhaltnis der RiickstoBenergie 
zur Linienbreite konstant gleich h/2MD. Diese GréBe kann nicht klein sein. 
Die Frage nach der Erfiillung der Summenregel und der Lage des Linienzentrums 
kann im Rahmen der klassischen Theorie nicht vollig beantwortet werden und 


ist bisher unklar. 
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6. Experimente mit Sn’? 


Zinn 119 besitzt ein angeregtes Niveau mit der Anregungsenergie von 23,8 keV 
und der Breite von I’ = 2,4-10-8eV. Der Spin von Sn’? betragt Fst = 1 /2+ 
fiir den Grundzustand und J, = 3/2 fiir den angeregten Zustand. Dieses Niveau 
wird im Ergebnis des Zerfalls des isomeren Zustandes Sn¥49” mit der Halbwerts- 
i 250 d angeregt. : 
cians Ney deems am Zinn 119 wurde von Gruppen des Instituts fir 
theoretische und experimentelle Physik (ITEF) (AricHanov, Lausrmov [16, 17]), 


I (290) -I (90) 


0 5 10 H 


Bild 1. Stirke der Resonanzabsorption in einer diinnen Sn"°-Probe in Abhdingigkeit von der magnetischen Feld- 
starke, die auf die Quelle wirkt [17] (H in Oe). 
Die Stiirke der Resonanzabsorption wurde als Differenz der Intensitéiten der durchgelassenen Strah- 
lung bei Quellen- und Filtertemperaturen von 290 und 90°K bestimmt. Die ausgezogenen Kurven wurden 
berechnet unter den Voraussetzungen 1) “, = —0,25 Kernmagnetonen (keine Quadrupolaufspaltung 
(4 =0)), 2) 41 = 0, A = F/2; 3) wu, = 1,0 Kernmagnetonen, 4 = 0,95 I’ 


des Physikalischen Instituts der Akademie der Wissenschaften (FIAN) (Barrr 
u. a. [18]) und der Moskauer Staatlichen Universitat (MGU) (DELsacrin, SPINEL 
u. a. [19, 20]) untersucht. Die Gruppe des Instituts fiir theoretische und experi- 
mentelle Physik beobachtete zuerst den Effekt der Resonanzabsorption am Zinn 
und maf} den Einflu8 eines Magnetfeldes auf die Starke der Absorption. Die 
Messungen erfolgten bei der Temperatur des fliissigen Stickstoffs und bei Zimmer- 
temperatur. Quelle und Filter bestanden aus metallischem weiBem Zinn. Bild 1 
zeigt die Ergebnisse der Messungen, bei denen sich die Quelle in einem Magnetfeld 
und der Absorber, der aus natiirlichem Zinn bestand und 5 mg/em? dick war, 
auberhalb des Magnetfeldes befanden. Die Abnahme der Resonanzabsorption 
beim Anlegen eines Magnetfeldes wird durch Niveauaufspaltung infolge des 
Kern-ZEEMAN-Effektes hervorgerufen, dessen Starke durch die magnetischen 
Momente des Grund- und des angeregten Zustandes des Sn"® bestimmt wird. 
Das magnetische Moment des Grundzustandes von Sn ist bekannt [27] 


l 
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(u = —1,05 Kermagnetonen). Im Prinzip kann das magnetische Moment des 
angeregten Zustandes des Sn™ aus der Kurve in Bild 1 gewonnen werden. Dieses 
Vorgehen ist jedoch problematisch, weil es nicht moglich ist, a) die tatsachliche 
Breite der Resonanzlinie, die hiufig groBer als die natiirliche Breite ist, und b) 
die Aufspaltung des angeregten Niveaus von Sn¥9 (Spin 3/2) infolge elektrischer 
Quadrupolwechselwirkung mit dem inhomogenen elektrischen Feld des hexa- 
gonalen Zinngitters zu beriicksichtigen. 
Nach den Rechnungen von ALIcHANov und Lyuptmoy [17] andert eine Linien- 
verbreiterung auf das Doppelte gegeniiber der natiirlichen Breite das magnetische 
Moment des angeregten Niveaus von — 0,25 auf + 1,0 Kernmagnetonen. 
Ist die Quadrupolaufspaltung vorhanden und starker als die ZEEMAN-Aufspaltung, 
so zeigt es sich, daf die letzte vom Winkel 6 zwischen der Magnetfeldrichtung 
und der Symmetrieachse des elektrischen Feldes abhangt. Fiir das Niveau mit dem 
Spin I = 3/2 betragt die Wechselwirkungsenergie fiir die Komponenten mit den 
Projektionen + 3/2 der Momente [22] 


W=1A-+ wi |cos 6}. (14) 
Fir die Komponenten mit den Projektionen + 1/2 gilt 
W=—444+2uHY1 — 3 cos? 6. (15) 


Aus (14) und (15) folgt, da das Vorhandensein der Quadrupolaufspaltung in 
einer polykristallinen Probe die mittlere GroBe der magnetischen Aufspaltung 
andert und zur Verbreiterung der ZEEMAN-Komponenten fihrt. 

Da es zur Zeit noch keine Daten gibt, die iiber die Existenz einer Verbreiterung 
der Resonanzlinie von Sn! Auskunft geben kénnen, und da das Vorhandensein 
der Quadrupolaufspaltung bisher noch nicht berticksichtigt wurde, kann man 
nur von einem vorlaufigen Zahlenwert des magnetischen Moments des angeregten 
Niveaus von Sn" sprechen. Die Autoren geben uw = — 0,25 Kernmagnetonen an. 
Einfacher lassen sich Experimente interpretieren, bei denen die Form der Re- 
sonanzkurve beobachtet wird. Solche Versuche wurden von der Gruppe der 
Moskauer Staatlichen Universitat durchgeftihrt. Die Messungen erfolgten bei der 
Temperatur des fliissigen Stickstoffs. Mit Hilfe einer besonders geformten Nocke 
wurde die Quelle mit einer Geschwindigkeit bewegt, die sich innerhalb bestimmter 
Grenzen linear mit der Zeit anderte. Die Impulse des y-Strahldetektors wurden 
in einer elektronischen Schaltung so verarbeitet, daB die Impulsamplituden 
linear und synchron mit der Geschwindigkeitsinderung der Quelle verandert 
und danach auf einen 100-Kanal-Impulshéhenanalysator gegeben wurden. Das 
Gerat gestattete es, gleichzeitig das gesamte Absorptionsspektrum der y-Strahlen 
“als Funktion der Relativgeschwindigkeit zu messen. Bild 2 zeigt die Ergebnisse 
der Messungen [19], die mit einer Quelle aus metallischem weiSem Zinn und Filtern 
aus weiBem Zinn und der Legierung SnNb, durchgefiihrt wurden. Diese Daten 
deuten auf das Vorhandensein einer Quadrupolaufspaltung in weifem Zinn und 
das Fehlen einer merklichen Aufspaltung in der Legierung SnNb, hin. Fiir den 
Abstand zwischen den durch die Quadrupolaufspaltung entstehenden Kompo- 
nenten wird der Wert A = (1,15 + 0,25) -10-7eV angegeben. 
Bild 3 zeigt die Ergebnisse der Messungen, bei denen sich der Absorber (die 
Legierung SnNbg) in einem Magnetfeld (12000 Oe) und die Quelle (metallisches 
Zinn) auBerhalb des Feldes befanden [20]. Beobachtet wurde eine véllig definierte 
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Linienaufspaltung, die dem fiir 4, = (1,9 + 0,4) Kernmagnetonen berechneten — 
Bild entsprach. Die MeBgenauigkeit war jedoch gering. _ | 
Die Gruppe des Physikalischen Instituts der Akademie der Wissenschaften | 
fiihrte Messungen der Resonanzabsorption bei verschiedenen Temperaturen und — 


10 O-0+0O Ooo o0 SOmbo of Otho ko 
v of Y e om : = 

ge] Pro axe cf] 
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Bild 2. 23,8 keV-y-Strahlung von Zinn, die durch Filter aus Zinn und der Legierung SnNb, hindurchging, im 
Abhiangigkeit von der Relativgeschwindigkeit zwischen Quelle und Filter [19] 
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Bild 3. Einflub des Magnetfeldes auf die Intensitit filtrierter 23,8-keV-Strahlung von Sn?” [20]. 
Die Quelle bestand aus metallischem Zinn, der Filter aus der Legierung SnNb;. Unten wird das Bild 


der Aufspaltung gezeigt, die fiir eine sehr enge Linie unter der Annahme HM) = —1,05 Kernmagnetonen 
und “4, = 1,9 Kernmagnetonen zu erwarten ist 


Absorberdicken mit dem Ziel durch, experimentelle Daten mit den theoretischen 
zu vergleichen [18]. Bild 4 zeigt die Ergebnisse fiir die Temperatur des fliissigen 
Stickstoffs. Die theoretischen Kurven wurden mit Beriicksichtigung der Quadru- 
polaufspaltung aus den Daten der Gruppe der Moskauer Staatlichen Universitat 


Der Moéssbauereffekt 339 


gewonnen, wobei das Fehlen einer Linienverbreiterung vorausgesetzt wurde. 
Diese Ergebnisse und MeBdaten entsprachen bei hédheren Temperaturen der 
effektiven DesyeE-Temperatur des Zinns von + 180°K. Die vorlaufigen MeB- 
ergebnisse, die sich mit Hilfe einer bewegten Quelle ergaben, bestitigen die 
SchluBfolgerung der Gruppe der Moskauer Staatlichen Universitit iiber das 
Vorhandensein einer Quadrupolaufspaltung. In der franzdsischen Arbeit [23] 
erscheint die Quadrupolaufspaltung nicht. Da die Experimente der Moskauer 
Staatlichen Universitat mit Bestimmtheit auf das Vorhandensein der Quadrupol- 
aufspaltung hinweisen, ist zu vermuten, daB die Unstimmigkeit durch eine 
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Bild 4. Resonanzabsorption der y-Strahlung von Sn’! in Abhangigkeit von der Filterdicke (metallisches Zinn) 
[18] 
G = (I, — I)/I, ist die relative Starke dem Resonanzabsorption und 2 = nf’o,, wo n die Zahl der 
Sn29-Atome auf 1 cm? Filter, f’ die Intensitit der M6SSBAUER-Linie fiir das Filter und o, den Wirkungs- 
querschnitt fiir die Resonanz bedeuten. Die ausgezogenen Kurven sind die theoretischen, die unter Be- 
riicksichtigung der Quadrupolaufspaltung berechnet wurden. « ist der Anteil der 23,8-keV-Strahlung 
des Sn™® der registrierbaren y -Intensitét der Quelle 


fehlerhafte Geschwindigkeitsskale bei einem der beiden Experimente oder irgend- 
welche apparative Defekte beim Experiment der Arbeit [23] hervorgerufen wurde. 
Nach den franzésischen Daten wird die beobachtete magnetische Aufspaltung 
durch das magnetische Moment Null des angeregten Niveaus beschrieben. Diese 
SchluBfolgerung ergibt sich unter der Voraussetzung fehlender Quadrupol- 
aufspaltung und muB iiberpriift werden. 

Die bisherigen Messungen stimmen also nicht befriedigend miteinander tberein 
und gestatten keine bestimmten Aussagen tiber die GréBe von py. 

Nach dem Schalenmodell mu8 sich das ungerade Neutron in Sn'°* im Zu- 
stand ds), befinden. Die ScumiptT-Grenze betragt in diesem Falle + 1,1 Kern- 
magnetonen. 

Die Messungen miissen fortgesetzt werden. Dabei ist es fur die Vereinfachung 
der Interpretation giinstig, als Quelle und Filter Zinnlegierungen zu benutzen, 


die kubische Gittersymmetrie aufweisen. 
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7. Experimentelle Daten fiir Zn’. Weitere Mdglichkeiten 


Zns? besitzt ein angeregtes Niveau mit der Energie von 92 keV und der natur-_ 
lichen Breite von I’ = 4,8-10-4eV. Die relative Breite des y-Uberganges von 
Zins? (I'/E = 5,3- 10-1) ist um drei GroBenordnungen kleiner als die relative 
Breite der schmalsten der bis vor kurzem untersuchten Linien (Linie von Fe%). — 
Aus diesem Grunde ist die Beobachtung des MésspaveEr-Effekts am Zn°? sehr 
interessant. Das Problem ist jedoch schwierig. Erstens wird die Intensitat der 
MosspavueErR-Linie im Falle des Zn®’ wegen der verhaltnismaBig groBen Uber- 
gangsenergie und kleinen Masse des emittierenden Kerns klein sein. Zweitens ist 
zu befiirchten, daB der Effekt wegen der ungewohnlich geringen Breite der Linie 
verwischt wird, da Verbreiterungen und Verschiebungen auftreten kénnen, die 
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Bild 5. Experimentelle Anordnung fiir die Beobachtung der Resonanzabsorption im Zn [17]. 
1 — Probe aus angereichertem Zn, 2 — Probe aus natiirlichem Zn, 3 — Seite der angereicherten Probe, 
die am Zyklotron bestrahlt wurde, 4 — Abschirmung bei 7 = 80°K mit Polschuhen aus ,,Armko‘- 
Hisen, 5 — magnetische Abschirmung (Eisen), 6 — Polschune des Elektromagneten, 7 — Bleikolli- 
matoren. Die Proben 7 und 2 waren an den Boden eines mit fliissigem Helium gefiillten GefaBes ange- 
létet. Die Sekundirelektronenvervielfacher waren von einem 5 mm dicken Schirm aus Permalloy umgeben 


durch Vibrationen, Inhomogenitaéten der Materie sowie UnregelmaBigkeiten in 
der Struktur der Quellen und Filter auftreten kénnen. Es geniigt der Hinweis, 
da eine Relativgeschwindigkeit von Quelle und Filter von 0,15 u/sec die Linie 
um eine Niveaubreite verschiebt. 

Eine Gruppe von Physikern aus dem Vereinigten Institut fiir Kernforschung 
(OIJalI) und dem Physikalischen Institut der Akademie der Wissenschaften 
(FIAN) unternahm den Versuch, die Resonanzabsorption in Zn’? zu beobachten. 
Mit Riicksicht auf die oben angefiihrten Schwierigkeiten empfahl sich das folgende 
Vorgehen: Die Oberfliche einer Probe aus metallischem Zink, das auf 33% Zn°7 
angereichert war, wurde mit 6,7 MeV-Protonen beschossen, wobei nach (p, n)- 
Reaktionen in ihr eine Ga*’-Aktivitaét entstand. Ga®? wandelt sich mit der Halb- 
wertszeit von 78h in Zn®? um, das bei einem bedeutenden Teil der Zerfalle im 
angeregten Zustand entsteht. Die Probe wurde in einem Heliumkryostaten 
zwischen Polschuhen angeordnet, die ein inhomogenes Magnetfeld mit der maxi- 
malen Feldstirke im Gebiet der Quelle von 1500 Oe erzeugten (Bild 5). Der Effekt 
der Resonanzabsorption wurde durch die Intensititsabnahme der 92-keV- 
Strahlung, die durch 6 mm Zn hindurchging, beim Einschalten eines Magnet- 
feldes registriert, das die Resonanzabsorption aufhob. Die Messungen mit und 
ohne Feld wechselten alle 20 bis 40 Sekunden. Wie spezielle Versuche zeigten, 


Der Mossbauereffekt 341 


betrug die Anderung des Verstarkungsfaktors der Sekundarelektronenverviel- 
facher beim Einschalten des Feldes nicht mehr als 10-°. 

Das Ergebnis einiger unter iibereinstimmenden Bedingungen durchgefiihrten 
MeBreihen war, dafs die Zahlrate bei der Temperatur des fliissigen Heliums durch 
das Hinschalten des Feldes um 6 = (2,58 + 0,84) - 10-29% abnahm. Kontroll- 
versuche bei der Temperatur des fliissigen Heliums [Filtern der Strahlung von 
Zn*’ mit den Energien 180 und 270 keV, Filtern der 92-keV-Strahlung durch eine 
Probe, die achtmal weniger Zn®’ enthielt (natiirliches Zink)| und bei Zimmer- 
temperatur (Filtern durch angereichertes und natiirliches Zink) ergaben innerhalb 
der Grenzen derselben MeBgenauigkeit das Resultat Null. Das gemittelte Er- 
gebnis aller Kontrollmessungen war 


5 = (0,05 + 0,4) - 102%. 


Man darf also annehmen, daf der beobachtete Effekt tatsachlich durch Resonanz- 
absorption im Zn®’ hervorgerufen wird. Die theoretische Abschatzung liefert 
unter Beriicksichtigung der von KazarNnovsktJ [6] berechneten effektiven DEBYE- 
Temperatur des metallischen Zinks von 6 = 213°K und der Quadrupolaufspal- 
tung im nichtkubischen Zn-Gitter unter experimentellen Bedingungen 
6 = (+9)-10-%, d.h. eine nur um das 2- bis 3fache tiber dem beobachteten 
Wert liegende Gréfe. Die Versuche mit Zn*’ werden fortgesetzt. 

Bei den Experimenten von Pounp und Repxa [24], die mit 0,1 °%iger Genauigkeit 
mit nattirlichem Zink durchgefitihrt wurden, trat der Effekt der Resonanz- 
absorption erwartungsgemaB nicht in Erscheinung. 

CratG u.a. [25] gelang es, einen bedeutend deutlicher ausgepragten Resonanz- 
effekt zu erhalten. Die Autoren verwendeten als Material fiir Quelle und Filter 
Zinkoxyd, das eine hohe DeByE-Temperatur besitzt (9 ~ 300°K). Die Ergebnisse 
der Arbeit [25] sind in der Abb. 11 des Berichtes von M6ssBaver dargestellt. 
Sehr interessant ist die Frage, ob es méglich ist, noch engere Resonanzlinien zu 
erhalten. Zur Zeit sind keine niedrig gelegenen angeregten Zustande stabiler 
Isotope bekannt, deren Lebensdauern zwischen 10-° und mehreren zehn Sekunden 
liegen. In diesem Zusammenhang wurden in Frankreich von Tzara [26] und in 
der UdSSR von Bureov und Davypov [27] die Méglichkeiten der Beobachtung 
des M6sspaveEr-Effektes am Isotop Ag!’ untersucht, das ein angeregtes Niveau 
mit der Energie von 88 keV und der Halbwertszeit von 40 sec besitzt. Die Linien- 
verbreiterung infolge der Wechselwirkung des magnetischen Moments des an- 
geregten Zustandes mit den magnetischen Momenten der Kerne in der Umn- 
gebung und andere Griinde fiihren zur Abnahme des Resonanzquerschnitts um 
mehrere GroBenordnungen. Nach Meinung der genannten Autoren miiBte der 
Resonanzeffekt jedoch dennoch beobachtet werden kénnen. 


Ubersetzt von JiRGEN BURMEISTER ; 
deutsche Redaktion von K. H. Kress 
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Die physikalischen Grundlagen der Elektroakustik 
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_ Etwa 190 Seiten mit etwa 110 Abbildungen. 8°. Geb. etwa 12,— DM 
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Inhalt: Die Probleme der Elektroakustik - Die elektromechanischen Analogien - 

Das Schallfeld - Ankopplung des Schallfeldes an einen mechanischen Schwinger - 

Das BaBreflexgehiuse als Beispiel fiir die Kombination zweier Analogien und der 

Kopplung mit dem Schallfeld iiber zwei strahlende Flachen - Elektromechanische 
Wandler « Schallwandler 


Das Buch soll diejenigen Grundlagen zusammenfassen, die gebraucht werden, 

um elektroakustische Probleme quantitativ zu erfassen, d. h. die physikalischen 

_ Voraussetzungen und ihre mathematische Hinkleidung klarzustellen. Den elektro- 

mechanischen Analogien, der Vierpoldarstellung von mechanischen Schwingern 

und der Zweipoldarstellung eines angekoppelten Schallfeldes wurde dabei besondere 
Aufmerksamkeit gewidmet. 
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Ab Juli 1961 erscheint eine neue Zeitschrift 


physica status solidi 


Herausgegeben von den Herren Professoren Dr. K. W. BOER, Berlin, Dr. W. FRANZ, 

Hamburg, Dr. Dr. h. c. G6rticH, Jena, Dr. E. Gritiot, Paris, Dr. R. KAiscHEW, 

Sofia, Dr. P. T. Lanpssera, Cardiff, Dr. A. PreK ARA, Poznan, Dr. N. RImHL, 

Miinchen, Dr. A. SEEGER, Stuttgart, Dr. O. Stastw, Berlin, Dr. M. STEENBECE, 

Jena, Dr. F. Srécxmann, Karlsruhe, Dr. G. Szicrti, Budapest, und Herrn Dr. 
J. Tavo, Praha 


In dieser neuen Zeitschrift werden Arbeiten der Grundlagenforschung veréffent- 
licht. Insbesondere wird iiber die Atomistik der Festkérpereigenschaften, z. B. 
iiber Bau und Bildung von Kristallen sowie deren Struktur, mechanische und 
thermische Eigenschaften fester Kérper, ihre elektrische Leitfahigkeit, die Wech- 
selwirkung mit elektromagnetischer oder korpuskularer Strahlung sowie dielek- 
trische und magnetische Eigenschaften berichtet, soweit neue Forschungsergeb- 
nisse vorliegen. 


Die monatlich erscheinenden Hefte bestehen aus den Teilen: 


1, Zusammenfassende Berichte 
iiber aktuelle Teilgebiete der Festkorperphysik 


2. Originalarbeiten 


die nicht schon an anderer Stelle veréffentlicht wurden und neue 
wissenschaftliche Erkenntnisse enthalten 


3. Kurze Originalmitteilungen 


4. Vorabdruck 


der Titel und der kurzen Zusammenfassungen von Originalarbeiten dieser 
Zeitschrift sowie (in englischer Ubersetzung) der ,,Fizika Tverdogo Tela‘ 


Die Herstellungszeit der Teile 1 und 2 ist auf 50 Tage, der Teile 3 und 4 auf 
16 Tage begrenzt. 
Annahmeschlu8 fiir Teil 2 ist der 8., fiir Teil 3 der 12. jedes Monats. 

Die Zeitschrift ,,physica status solidi* soll als einheitliches internationales Organ 
der Festkérperphysik eine méglichst rasche Veréffentlichung der neuen Erkennt- 
nisse und Forschungsergebnisse garantieren und durch Konzentration. wichtiger 
Arbeiten dieses Fachgebietes, insbesondere aus den europadischen Landern, die be- 
stehenden Publikationsorgane wirkungsvoll ergianzen. 

Die Arbeiten erscheinen in deutscher, englischer, franzdsischer und russischer 
Sprache. Eine kurze Zusammenfassung der Arbeiten wird in einer anderen Sprache 
als der des Originaltextes jedem Beitrag vorangestellt. 

Je ay = 100 Seiten, mit Abbildungen, im Format 16,724 cm, zum Preise 
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